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P1923：求第 k 小的数
P1923 求第 k 小的数：给定 𝑛 个数，求它们排序后下标为 𝑘 的元素。
𝑛 ≤ 5 × 106，𝑘 从零开始计数，允许重复值。
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P1923：求第 k 小的数
P1923 求第 k 小的数：给定 𝑛 个数，求它们排序后下标为 𝑘 的元素。
𝑛 ≤ 5 × 106，𝑘 从零开始计数，允许重复值。
在当前区间均匀随机取枢轴 𝑣，原地划分为三段，前两段长度分别为 𝑎, 𝑏：

小于 𝑣

[0, 𝑎)

继续左段

等于 𝑣

[𝑎, 𝑎 + 𝑏)

立即返回 𝑣

大于 𝑣

[𝑎 + 𝑏, 𝑚)

转到右段，秩减 𝑎 + 𝑏

段内不必排序，目标所在的段已经确定。相等元素被整段排除，大量重复
值也不会造成逐个剥离。
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P1923：期望线性不等于最坏线性
当前段长为 𝑚。枢轴落在排序后中间一半的概率至少为 12，此时继续处理的
段长至多约 3𝑚

4 ；重复值只会扩大一次排除的相等段。

一次收缩前，每轮命中概率仍至少为 12。连续失败 𝑗 轮的概率至多 2−𝑗，所
以等待轮数的期望至多 1 + 1

2 + 1
4 + … = 2。

这一阶段每轮扫描至多 𝑚 个数，期望代价为 𝑂(𝑚)。再按收缩阶段累加：

𝑛 + (3
4
)𝑛 + (3

4
)

2
𝑛 + … = 𝑂(𝑛).

答案始终正确，随机性只影响耗时；这种算法称为 Las Vegas 算法。最坏仍
可能 𝑂(𝑛2)。循环维护工作区间、原地三路划分，额外空间 𝑂(1)。
附录：三路划分不变量

isaunoya 随机化选讲 5 / 186



随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

随机算法的两种保证
输入固定以后，程序使用随机数决定执行路径。随着随机选择而变化的量，
例如运行步数、抽中的位置或输出答案，就是这里要分析的随机变量。

类型 答案 工作量

Las Vegas 每种随机选择下都正确 通常分析期望耗时

Monte Carlo 允许有界的小概率错误 可以预先限制运行轮数

随机选择枢轴，可能让选择算法多做几次划分；随机指纹相等，则可能让
两个不同对象被误判。前者分析工作量，后者先定义失败事件。
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主讲与选讲

主讲部分 核心问题

随机枢轴 随机性影响耗时，如何累计期望工作量？

随机指纹 如何把相等条件压缩，又控制全程误判？

见证抽样 抽中一个见证，如何覆盖并验证最优答案？

主讲需要前缀和、基本概率与常见数据结构；超集计数会在对应例题中给
出递推。
选讲题目 按所需数据结构选择。交互题 讨论抽样、还原与询问预算。顺序
与搜索 讨论集中界、随机试探与局部修复；构造与证明附录 可按需跳转。
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矩阵乘法验证
给出 𝑛 × 𝑛 矩阵 𝐴, 𝐵, 𝐶，判断 𝐴𝐵 = 𝐶。
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矩阵乘法验证
给出 𝑛 × 𝑛 矩阵 𝐴, 𝐵, 𝐶，判断 𝐴𝐵 = 𝐶。
直接计算整个乘积需要通常的 𝑂(𝑛3) 时间；如果只要求发现不相等，可以
随机投影到一列。
取独立均匀的零一向量 𝑟，利用乘法结合律，计算

𝑢 = 𝐵𝑟, 𝑣 = 𝐴𝑢, 𝑤 = 𝐶𝑟.
只做三次矩阵乘向量，耗时 𝑂(𝑛2)。若 𝑣 ≠ 𝑤，一定有 𝐴𝐵 ≠ 𝐶；若相等，
则还需控制未发现差异的概率。这里不能先计算 𝐴𝐵，否则失去了投影的意
义。
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Freivalds：单轮误判概率
令 𝐷 = 𝐴𝐵 − 𝐶 ≠ 0，取一行中的非零系数 𝐷𝑖,𝑗 = 𝑑。固定 𝑟 的其他坐标后，
该行内积只剩独立比特 𝑟𝑗 未确定：

𝑟𝑗 = 0
内积为 𝑧

𝑟𝑗 = 1
内积为 𝑧 + 𝑑

因为 𝑑 ≠ 0，两个分支不可能同时为零。每个分支概率为 12，故单轮漏掉差
异的概率至多 12。

独立重复 𝑡 轮，全部漏检的概率至多 2−𝑡，时间 𝑂(𝑡𝑛2)。这里使用精确运
算；若把整数矩阵另取模数，还需防止非零差被模数抹成零。
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独立重复与全程误差
若一次矩阵检查允许误差 𝜀，独立重复

𝑡 = ⌈log2(
1
𝜀
)⌉

轮即可。若全程有 𝑄 次检查，则取 𝑡 = ⌈log2(
𝑄
𝜀 )⌉，总漏检概率至多 

𝑄2−𝑡 ≤ 𝜀。
每轮只要发现不同即可拒绝；全部通过才接受。独立重复得到乘积界，不
同查询之间则使用并集界，不要求查询事件独立。
以下输入在随机种子产生前固定；同一张指纹表上的多次查询，共同计入
全程误差。一般失败率的轮数公式 与 依赖历史的查询 见附录。
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ABC367F：Rearrange Query
ABC367F Rearrange Query：给定长度为 𝑛 的数组 𝐴, 𝐵，每次问 𝐴[𝑙..𝑟] 能
否重排成 𝐵[𝐿..𝑅]。𝑛, 𝑞 ≤ 2 × 105，所有值属于 [1, 𝑛]。
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ABC367F：Rearrange Query
ABC367F Rearrange Query：给定长度为 𝑛 的数组 𝐴, 𝐵，每次问 𝐴[𝑙..𝑟] 能
否重排成 𝐵[𝐿..𝑅]。𝑛, 𝑞 ≤ 2 × 105，所有值属于 [1, 𝑛]。
逐值比较频次要 𝑂(𝑛)，能否把整张频次表压成一个数？
选素数 𝑝 > 𝑛，为每个值 𝑥 独立均匀生成 ℎ𝑥 ∈ [0, 𝑝)，计算时对 𝑝 取模。两
数组共用同一张权值表，分别计算权值前缀和。
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多重集哈希：一个未固定的随机权值
以下在素域 𝔽𝑝 中计算。给每个值 𝑥 独立均匀权值 𝑤𝑥，多重集指纹为 𝐻 =
∑𝑥 𝑐𝑥𝑤𝑥。

两个计数向量不同，其差中必有一个非零系数。选取对应的 𝑤𝑥，固定其余
权值，则

Δ = 𝑐𝑤𝑥 + 𝑧, 𝑐 ≠ 0.
只要 𝑝 大于可能的计数差，𝑐 在模 𝑝 后仍非零。素数模下非零数有乘法逆
元，因此 𝑤𝑥 ↦ 𝑐𝑤𝑥 + 𝑧 将 𝑝 个余数一一对应地排列；恰好一个取值 𝑤𝑥 =
−𝑧

𝑐  令差为零，碰撞概率为 1𝑝。

矩阵验证保留一个未确定比特，这里保留一个未确定域元素；两者都由一
个非零系数控制误判。
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ABC367F：前缀差比较多重集指纹
两数组使用相同的权值表。先检查区间长度，再比较权值前缀差：

𝐻𝐴(𝑟) − 𝐻𝐴(𝑙 − 1) ≡ 𝐻𝐵(𝑅) − 𝐻𝐵(𝐿 − 1) mod 𝑝.
相同多重集一定通过。不同多重集的计数差满足 |𝑐𝑥| ≤ 𝑛 < 𝑝，因此单次误
判概率为 1𝑝。

本题可取 𝑝 = 261 − 1，使用两套独立权值，要求两份指纹同时相等。固定
输入的 𝑞 次查询，全程误差至多 𝑞

𝑝2 。

预处理 𝑂(𝑛)，每次查询 𝑂(1)，空间 𝑂(𝑛)。权值和始终按模 𝑝 计算；这是
只可能把“不相等”误判成“相等”的单侧错误。
官方题解
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ABC367F：异或无法保留成对出现的次数
考虑同样长的两个区间 [1, 1] 与 [2, 2]。它们不能互相重排，但若用异或：

ℎ1 ⊕ ℎ1 = 0 = ℎ2 ⊕ ℎ2.
无论怎样生成随机权值，这两个区间都会相等；多重复几轮也无济于事。
使用域上的加法，比较的是 2ℎ1 与 2ℎ2。只要 𝑝 > 𝑛 ≥ 2，系数二不为零，
错误才成为概率至多 1𝑝  的偶然碰撞。

先检查指纹是否保留题目需要的信息，再讨论随机性有多强。
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保序哈希：多项式的随机求值
素数 𝑝 的模运算构成有限域 𝔽𝑝：加、减、乘都对 𝑝 取模，每个非零数有乘
法逆元。在域上，非零的 𝑑 次多项式至多有 𝑑 个根。
将一个定长字符串写成多项式，均匀随机取 𝑟 ∈ 𝔽𝑝：

𝐻(𝑎1, …, 𝑎𝑚) = ∑
𝑚

𝑖=1
𝑎𝑖𝑟𝑚−𝑖.

两个不同字符串相减，得到次数至多 𝑚 − 1 的非零多项式；只要字符编码
在模 𝑝 后仍不同，碰撞就是“随机底数恰好落在某个根上”，概率至多 
𝑚−1

𝑝 。不同长度应另行比较长度。
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保序哈希：前缀截取与位置对齐
预处理幂 𝑅𝑖 = 𝑟𝑖 和前缀 𝑃0 = 0、𝑃𝑖 = 𝑃𝑖−1𝑟 + 𝑎𝑖，所有运算在 𝔽𝑝 中进行。
则

𝐻(𝑙, 𝑢) = 𝑃𝑢 − 𝑃𝑙−1𝑅𝑢−𝑙+1.
减去左边部分以后，留下的是 𝑎𝑙𝑟𝑢−𝑙 + … + 𝑎𝑢，指数从区间长度减一降到
零，与原下标无关。因此同长度的两个区间可以直接比较，不必计算逆元。
预处理 𝑂(𝑛)，每次截取 𝑂(1)。多组独立底数分别维护前缀与幂表；负数取
模需规范到同一剩余类，模乘不能先在过窄的整数类型中溢出。
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指纹与需要保留的信息

序列

∑𝑖 𝑎𝑖𝑟𝑚−𝑖

交换位置通常改变指纹

多重集

∑𝑥 𝑐𝑥𝑤𝑥

只关心各值出现次数

奇偶集合

⊕𝑥 𝑤𝑥

同一项出现两次抵消

同样是“哈希”，保留的信息并不相同。先把目标条件写成等式，再挑一个
能检测非零差异的随机量。
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P8819：星战
CSP-S 2022 星战：维护一张有向图，支持关闭或恢复一条边，以及关闭或
恢复某个点的全部入边。𝑛, 𝑚, 𝑞 ≤ 5 × 105。
每次操作后，判断是否同时满足：每个点恰有一条可用出边；从每个点出
发，都能沿可用边无限行走。
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星战：出度条件与线性指纹
每点恰有一条可用出边时，有限图上从任意点出发都会进入环，能够无限
行走，因此只需检查所有出度是否为一。
取素数 𝑝 > 𝑚，给每个顶点独立均匀权值 𝑤𝑢 ∈ 𝔽𝑝。对两套独立权值分别维
护以下量：

𝑏𝑣 = ∑
(𝑢,𝑣)  激活

𝑤𝑢, 𝐻 = ∑
𝑣

𝑏𝑣, 𝐻0 = ∑
𝑢

𝑤𝑢.

于是 𝐻 − 𝐻0 = ∑𝑢(𝑑𝑢 − 1)𝑤𝑢。如果所有出度都为一，等式必然成立；否
则计数差向量非零，可以用随机线性指纹判定。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

星战：按终点维护入边的权值和
预存每个终点的原始入边权值和 𝑏0

𝑣。单边激活或失活时，对 𝑏𝑣, 𝐻  加减 𝑤𝑢；
全部失活时从 𝐻  扣掉旧 𝑏𝑣 并清零；全部激活时令 𝐻 ← 𝐻 − 𝑏𝑣 + 𝑏0

𝑣，再恢
复 𝑏𝑣 = 𝑏0

𝑣。
本题保证单边删除时该边可用、单边修复时该边失效，所以可以直接加减。
全部入边统一操作可以重复，必须使用当前 𝑏𝑣 与原始和 𝑏0

𝑣  整体替换。初始
化 𝑂(𝑛 + 𝑚)，每次操作 𝑂(1)。
非零系数 𝑑𝑢 − 1 的绝对值不超过 𝑚 < 𝑝，因此一组误判至多 1𝑝。要求两组
同时通过，固定输入下 𝑞 次操作的全程误差至多 𝑞

𝑝2 。
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P3765：总统选举
总统选举 每次询问区间的严格多数；若不存在，就由给定的 𝑠𝑖 获胜。公布
赢家后，将指定的 𝑘𝑖 个位置全部改投它。𝑛, 𝑚 ≤ 5 × 105，∑ 𝑘𝑖 ≤ 106。
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P3765：总统选举
总统选举 每次询问区间的严格多数；若不存在，就由给定的 𝑠𝑖 获胜。公布
赢家后，将指定的 𝑘𝑖 个位置全部改投它。𝑛, 𝑚 ≤ 5 × 105，∑ 𝑘𝑖 ≤ 106。
若多数候选存在，它占据区间中超过一半的位置。均匀抽一个位置：

多数候选
命中概率 > 1

2

其余位置
未命中概率 < 1

2

抽到候选后精确数票；只有确实超过一半才接受。连续 𝑡 次都未抽中多数，
概率小于 2−𝑡；未找到严格多数时，使用题目给定候选。
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总统选举：抽到候选后仍要精确数票
为每种候选维护支持位置的有序集合。两次秩查询精确数票，一次改票删
除旧位置、插入新位置；两者均为 𝑂(log 𝑛)。
若共有 𝑞 次预选与 𝑢 次改票，最后还要对全体选民统计一次多数。每次使用
新的抽样，给定此前历史，漏掉当前多数的概率仍小于 2−𝑡。
若全程允许误差 𝜀，取

𝑡 = ⌈log2(
𝑞 + 1

𝜀
)⌉,

总误差不超过 𝜀，总工作量为 𝑂(𝑛 log 𝑛 + (𝑞𝑡 + 𝑢) log 𝑛)。每个抽样候选都
需精确验证；最后全体统计未找到多数时输出 −1。下一页给出省去这 𝑡 倍
工作的确定性方案。
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总统选举：确定性多数候选
线段树的每个节点保存一个候选与余额。合并时，相同候选的余额相加；
不同候选相互抵消，只留下余额较大者及两者之差，差为零则为空。
这个过程等价于不断删除两个不同的值。严格多数的数量大于所有其他值
之和，因此无论怎样抵消，它都不会被完全删掉。区间合并得到的候选仍
需用位置平衡树精确验证，非空摘要不代表一定存在多数。
每次改票同时更新候选线段树与位置树。查询候选和验证均为 𝑂(log 𝑛)，计
入建树后总时间 𝑂((𝑛 + 𝑞 + 𝑢) log 𝑛)、空间 𝑂(𝑛)，答案完全确定；最后一
次全体统计使用同样流程。

isaunoya 随机化选讲 25 / 186



随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

见证抽样与精确验证
固定一个最优答案。若有至少 𝛼 比例的位置能够“见证”它，就从这些位
置中均匀抽样。抽中的位置不必直接等于答案，只需将答案限制到一个可
处理的小候选集。
每轮只做三件事：抽位置、枚举这个位置所允许的候选、精确验证候选。
验证保证输出可行，随机性只影响是否漏掉更好的解。
如果抽到任意见证就能枚举出固定的最优答案，独立抽样 𝑡 轮后漏解概率至
多 (1 − 𝛼)𝑡。一次命中已经足够，不需要命中所有最优答案，也不需要不同
候选相互独立。
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CF1523D：Love-Hate
CF1523D Love-Hate：𝑛 ≤ 2 × 105 行、𝑚 ≤ 60 列的零一矩阵，每行至多 
𝑝 ≤ 15 个一。求最大的列集合，使至少 ⌈𝑛

2 ⌉ 行在这些列上全为一。
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CF1523D：Love-Hate
CF1523D Love-Hate：𝑛 ≤ 2 × 105 行、𝑚 ≤ 60 列的零一矩阵，每行至多 
𝑝 ≤ 15 个一。求最大的列集合，使至少 ⌈𝑛

2 ⌉ 行在这些列上全为一。

固定一个最优集合 𝑆∗。至少一半的行包含它，均匀抽一行，命中这样一行
的概率至少为 12。

设抽中行的一的位置集合为 𝑃 ，大小为 𝑠 ≤ 15。若抽到了见证，𝑆∗ ⊆ 𝑃 ；
我们只需在 𝑃  的 2𝑠 个子集中寻找最优。
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CF1523D：超集计数一次验证全部候选
把每一行投影到 𝑃 ，得到 𝑠 位掩码 𝑀，统计 𝑓[𝑀]。初始化 𝐶 = 𝑓，然后依
次处理每个比特 𝑏：

𝐶[𝑆] ← 𝐶[𝑆] + 𝐶[𝑆 ∪ {𝑏}] (𝑏 ∉ 𝑆).
每处理一个比特，就允许这一位出现在原行中而不出现在候选中。处理完
所有位后，𝐶[𝑆] = ∑𝑀⊇𝑆 𝑓[𝑀]，恰好是包含 𝑆 的行数。

在 𝐶[𝑆] ≥ ⌈𝑛
2 ⌉ 中取置位数最多的掩码，还原到原来 𝑚 列；保留多轮中最大

的可行解。
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CF1523D：见证命中与复杂度
只要抽中的行包含某个固定最优集合 𝑆∗，本轮枚举就会检查它；所有输出
又都经过精确计数，所以不会出现不可行答案。
允许单组漏解概率 𝜀 时，取 𝑅 = ⌈log2(1

𝜀)⌉ 轮。多组有总预算时，对各组的 
2−𝑅 求和。
输入读取 𝑂(𝑛𝑚)；每轮投影 𝑂(𝑛𝑝)、超集 DP 𝑂(𝑝2𝑝)，总时间为

𝑂(𝑛𝑚 + 𝑅(𝑛𝑝 + 𝑝2𝑝)).
空间 𝑂(𝑛 + 2𝑝)。原行用 64 位整数保存，投影只检查样本的一的位置；全
零样本对应空集。门槛为 ⌈𝑛

2 ⌉。重试次数与总工作量由同一个 𝑅 控制。
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随机化与确定性方案的选择
随机枢轴保持答案正确，分析期望工作量；指纹压缩判等，分析非零差恰
好消失的概率；见证抽样覆盖候选，靠精确验证保证输出可行。
选择算法时，同时写出每轮代价、单轮失败事件与重复次数，再比较确定
性替代的总工作量。能验证候选可行，不等于已经证明它最优。
至此完成主讲内容。后续按需要选择 数据结构与抽样应用、随机顺序的方
法边界 、交互题 或 构造与证明。

isaunoya 随机化选讲 30 / 186



随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

目录

随机枢轴

随机指纹

见证抽样

选讲：指纹与抽样

选讲：交互

选讲：顺序与搜索

附录：构造与证明

isaunoya 随机化选讲 31 / 186



随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

选讲题目与前置知识

所需基础 对应主题

分治、前缀和 候选区间枚举、带位置关系的哈希

线段树、滑动窗口 动态指纹、模次数的前缀状态

树状数组、动态树 随机比特检验、跨割与虚子树摘要

质因数分解、因子格 最优公因子、最优质因子

图算法、状态 DP
判桥、抽取割边、随机限制访问顺序、染
色约束

这些题复用主讲中的失败事件分析，各自补充所需结构。返回主讲安排
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CF1175F：The Number of Subpermutations
CF1175F The Number of Subpermutations 统计多少个连续子区间恰好是 
1, 2, …, 𝑚 的一个排列，其中 𝑚 为区间长度。
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CF1175F：The Number of Subpermutations
CF1175F The Number of Subpermutations 统计多少个连续子区间恰好是 
1, 2, …, 𝑚 的一个排列，其中 𝑚 为区间长度。
给每个值独立随机权值，预处理原数组的哈希前缀和与值域 [1, 𝑚] 的哈希前
缀和。一个长度为 𝑚 的区间若哈希相同，就以高概率具有目标多重集。
逐一检查全部区间仍需 𝑂(𝑛2) 次判定，可以用分治减少候选：设当前区间
分成 [𝐿, 𝑀] 与 [𝑀 + 1, 𝑅]，递归统计不跨中点的答案，只需处理跨中点的
子排列。
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CF1175F：最大值与区间端点
1. 枚举左端点 𝑙，令 𝑣 = max(𝑎𝑙, …, 𝑎𝑀)。若整个区间的最大值来自左半

段，长度只能为 𝑣，所以右端点必须是 𝑟 = 𝑙 + 𝑣 − 1。检查它是否跨中
点、是否在 𝑅 内、右半段最大值是否小于 𝑣，再比对哈希。

2. 对称地枚举右端点 𝑟，令 𝑣 = max(𝑎𝑀+1, …, 𝑎𝑟)，候选左端点唯一为 
𝑙 = 𝑟 − 𝑣 + 1；要求左半段最大值小于 𝑣。

合法排列的最大值只出现一次，恰好落入其中一类，因此不会漏计或重复。
左右最大值可在线扫描并保存成数组，每层总工作量 𝑂(𝑛)，总时间 
𝑂(𝑛 log 𝑛)。长度为一的区间只有元素为 1 时合法。
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CF1175F：候选判定与累计误差
为每个值生成两套独立的域权值，取素数 𝑝 > 𝑛。原数组前缀和给出候选区
间指纹，值域前缀和给出 1, …, 𝑚 的目标指纹；两组都相同才计入答案。
合并时预存左半后缀最大值与右半前缀最大值。候选另一端已经由长度唯
一确定，因此跨中点检查、范围检查和两边最大值比较均为 𝑂(1)。
设实际检查的候选数为 𝑀 = 𝑂(𝑛 log 𝑛)。它们由原数组的最大值确定，不
依赖随机权值；不同多重集被误计的全程概率至多 𝑀𝑝2 。计数用 64 位整数，
候选越过当前分治边界时直接跳过。
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合肥 D：Balanced Array
2023 合肥 D：Balanced Array 的一个前缀 𝑎1, …, 𝑎𝑙 合法，当且仅当存在 
𝑘 ≥ 1、2𝑘 < 𝑙，使所有 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 2𝑘 满足

𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+2𝑘 = 2𝑎𝑖+𝑘.
判断数组的每一个前缀是否合法。
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合肥 D：Balanced Array
2023 合肥 D：Balanced Array 的一个前缀 𝑎1, …, 𝑎𝑙 合法，当且仅当存在 
𝑘 ≥ 1、2𝑘 < 𝑙，使所有 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 2𝑘 满足

𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+2𝑘 = 2𝑎𝑖+𝑘.
判断数组的每一个前缀是否合法。
将三段的多项式哈希对齐到相同长度，这组条件可以判定为

𝐻(1, 𝑙 − 2𝑘) + 𝐻(2𝑘 + 1, 𝑙) = 2𝐻(𝑘 + 1, 𝑙 − 𝑘) mod 𝑝.
这里使用保序的多项式哈希。设 |𝑎𝑖| ≤ 𝐴，差多项式的每个系数绝对值至多 
4𝐴；选素数 𝑝 > 4𝐴，才能保证非零整数系数不会被模数抹成零。
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平衡数组：固定间隔后，合法前缀单调
还剩下如何枚举 𝑘。固定 𝑘 后，合法性对前缀长度单调：若长度 𝑙 已有一个
不满足的等式，任何更长前缀都会包含它。于是先检查最短可能长度 2𝑘 +
1，再二分最大合法长度 𝐿𝑘。
这个 𝑘 能使所有 𝑙 ∈ [2𝑘 + 1, 𝐿𝑘] 合法，用差分数组标记这段长度区间。枚举 
𝑘 ≤ ⌊𝑛−1

2 ⌋ 后做前缀和，即可回答所有前缀。时间 𝑂(𝑛 log 𝑛)，空间 𝑂(𝑛)。

每个不合法比较对应次数至多 𝑛 − 1 的非零多项式，随机底数的误判概率至
多 𝑛−1

𝑝 。在首次误判前，执行路径与精确二分相同，因此只需对这条精确路
径上的 𝑂(𝑛 log 𝑛) 次比较取并集界，无须假设各次判定独立。
题目 · 原提交
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

P3792：连续整数重排判定
P3792 由乃与大母神原型和偶像崇拜 支持单点修改，查询区间能否重排成
一段连续整数。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

P3792：连续整数重排判定
P3792 由乃与大母神原型和偶像崇拜 支持单点修改，查询区间能否重排成
一段连续整数。
设区间长为 𝑚，最小、最大值为 𝑥, 𝑦。首先必须满足 𝑦 − 𝑥 + 1 = 𝑚，但这
不能排除重复值。还需要比对区间多重集与 𝑥, 𝑥 + 1, …, 𝑦 的指纹。
一种无需枚举整个值域的方法，是取随机底数 𝑟 ∉ {0, 1}，令值 𝑣 的权值为 
𝑟𝑣。目标区间的指纹由等比数列求和得到：

∑
𝑦

𝑣=𝑥
𝑟𝑣 = 𝑟𝑥 𝑟𝑚 − 1

𝑟 − 1
mod 𝑝.

isaunoya 随机化选讲 38 / 186

https://www.luogu.com.cn/problem/P3792
https://www.luogu.com.cn/problem/P3792


随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

P3792：次数上界与误差预算
线段树维护区间最值与指纹和。值域上界为 𝑉 ，单组操作 𝑂(log 𝑛 + log 𝑉 )，
其中 log 𝑉  来自模幂；使用 𝑡 组时，操作 𝑂(𝑡(log 𝑛 + log 𝑉 ))、空间 𝑂(𝑡𝑛)。
取素数 𝑝 > max(𝑛, 2)，防止非零计数差被抹零。极差检查通过后，所有值
都在 [𝑥, 𝑥 + 𝑚 − 1] 内；差多项式除以非零的 𝑟𝑥，次数至多 𝑚 − 1。
底数从 𝔽𝑝 去掉零、一后的 𝑝 − 2 个值中均匀选取，单次误判至多 𝑚−1

𝑝−2 。取 𝑡 
个独立底数，固定输入下 𝑞 次比较的全程误差至多

𝑞(𝑛 − 1
𝑝 − 2

)
𝑡

.

按目标误差选择参数；仅更换固定模数不代表事件独立。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1418G：Three Occurrences
CF1418G Three Occurrences 统计每个出现过的值都恰好出现三次的区间。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1418G：Three Occurrences
CF1418G Three Occurrences 统计每个出现过的值都恰好出现三次的区间。
先把“恰好三次”拆成两件事：所有次数都是三的倍数，且没有值出现超
过三次。前一件事用随机指纹，后一件事用滑动窗口。
令前缀 [1, 𝑖] 中值 𝑥 的次数模三为 𝑐𝑥(𝑖)。选素数 𝑝 > 2，分别用两套独立均
匀权值维护指纹对 𝐻𝑖 = (𝐻1

𝑖 , 𝐻2
𝑖 )，其中

𝐻𝑗
𝑖 = ∑

𝑥
𝑐𝑥(𝑖)𝑤𝑗

𝑥 mod 𝑝, 𝑗 = 1, 2.
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1418G：滑动窗口排除出现六次的情况
一个值连续出现时，对指纹的增量循环为 𝑤𝑥, 𝑤𝑥, −2𝑤𝑥。区间 [𝑙, 𝑟] 中所有
次数为三的倍数，等价于两个前缀的完整余数向量相等，进而可以通过 
𝐻𝑙−1 = 𝐻𝑟 判定。
扫描右端点 𝑟，若当前值最近四次出现的位置为 𝑝1 < 𝑝2 < 𝑝3 < 𝑝4 = 𝑟，则
合法左端点必须大于 𝑝1。将全局左边界维护为这些限制的最大值，在哈希
表中只保留允许的前缀下标 𝑙 − 1。查询与 𝐻𝑟 相同的前缀数量，再插入当前
前缀。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1418G：允许的前缀下标
处理右端点 𝑟 时，字典应当只保存下标在 [𝐿 − 1, 𝑟 − 1] 中的前缀，其中 𝐿 
为最小合法左端点。
初始字典放入空前缀 𝐻0 一次。令 𝐿 为最小合法左端点，及时删除所有下标
小于 𝐿 − 1 的旧前缀；先查询 𝐻𝑟 的出现次数，再插入 𝐻𝑟，避免把空区间
计入答案。答案用 64 位整数。
字典以指纹对为键；哈希表期望时间 𝑂(𝑛)、空间 𝑂(𝑛)，平衡树时间为 
𝑂(𝑛 log 𝑛)。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1418G：前缀比较的全程误差
每个余数向量坐标属于 {0, 1, 2}。两个不同向量的差有一个非零坐标，绝对
值至多二，因此在 𝑝 > 2 的域中仍非零。两套独立权值下，一对不同向量的
指纹同时相等的概率为 1

𝑝2 。

虽然字典只执行 𝑂(𝑛) 次操作，累计计数隐含比较了许多前缀对。共有 
𝑛 + 1 个前缀，固定输入下的全程碰撞概率至多

(𝑛+1
2 )
𝑝2 .

窗口限制只会减少需要比较的前缀对；不能仅按字典操作次数把误差预算
写成 𝑛

𝑝2 。

isaunoya 随机化选讲 43 / 186



随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1746F：Kazaee
CF1746F Kazaee 支持单点修改，查询区间中每个值的出现次数是否均为 𝑘 
的倍数。
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CF1746F：Kazaee
CF1746F Kazaee 支持单点修改，查询区间中每个值的出现次数是否均为 𝑘 
的倍数。
每轮给每个值 𝑥 独立分配一个随机比特 𝑏𝑥 ∈ {0, 1}。维护区间的 𝑆 =
∑𝑥 𝑐𝑥𝑏𝑥，检查它能否被 𝑘 整除。真正满足条件时，每轮都会通过。
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CF1746F：独立重复，逐轮重放省空间
若存在 𝑐𝑥 不能被 𝑘 整除，固定其他比特后，𝑏𝑥 = 0 和 𝑏𝑥 = 1 得到的两个和
模 𝑘 不同，最多一个能通过。因此单轮误判概率至多 12，重复 𝑡 轮后至多 
2−𝑡。
每轮用树状数组支持单点修改和区间求和，总时间 𝑂(𝑡(𝑛 + 𝑞) log 𝑛)。
设初始值及全部修改中共有 𝐷 ≤ 𝑛 + 𝑞 种值。并行维护 𝑡 轮时，树状数组占 
𝑂(𝑡𝑛)，随机比特表占 𝑂(𝑡𝐷)，合计 𝑂(𝑡(𝑛 + 𝐷))。逐轮重放则只需一棵树、
一轮比特表和操作记录，空间为 𝑂(𝑛 + 𝑞)。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1746F：重放顺序与错误预算
先收集初始数组和所有修改中出现的值，离散化后分配随机比特。同一轮
内，同一个值始终使用同一个比特；修改位置时，在树状数组中加入新旧
比特之差。
每轮从原始数组重新开始，依次重放全部操作，不能把上一轮结束后的数
组当作新起点。询问一旦被某轮否定，最终答案就为否；其他询问仍需完
成余下轮次。
若真正执行的询问为 𝑄 次，全程错误概率至多 𝑄2−𝑡，所以取 𝑡 ≥
⌈log2(

𝑄
𝜀 )⌉ 足够。长度不是 𝑘 的倍数时可以先判否；𝑘 = 1 时必然成立。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

UOJ207：共价大爷游长沙
共价大爷游长沙 维护一棵动态树和一个点对集合。树边可以断开后重新连
接；点对可以加入、删除；询问某条树边是否被所有点对的路径经过。
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UOJ207：共价大爷游长沙
共价大爷游长沙 维护一棵动态树和一个点对集合。树边可以断开后重新连
接；点对可以加入、删除；询问某条树边是否被所有点对的路径经过。
给每个活动点对 𝑒 = (𝑢, 𝑣) 独立的随机 64 位权值 𝑤𝑒，在两个端点各异或一
次；另维护所有活动点对权值的异或和 𝐻。不同点对记录即使端点相同，
也使用不同的记录编号和权值，删除时复用加入时保存的权值。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

UOJ207：跨割摘要应等于全部点对摘要
删去询问边后，树分成 𝐴, 𝐵。对 𝐴 内所有点的权值异或，两个端点都在 𝐴 
的点对出现两次抵消，都在 𝐵 的出现零次，恰好剩下跨割点对的权值异或 
𝑋𝐴。
一条点对路径经过这条边，当且仅当它的端点跨割。因此所有路径都经过
的必要条件是 𝑋𝐴 = 𝐻。如果有不跨割的点对，两者的差就是这些点对随机
权值的异或；对固定集合，误判概率为 2−64。空点对集合时条件自然成立。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

UOJ207：access 时同时更新虚子树异或
用支持虚子树信息的 Link-Cut Tree。每个点维护自身权值、所有虚儿子贡
献的异或，以及辅助树左右儿子和虚贡献合起来的总异或。
access 改变重儿子时，旧右儿子的总异或加入虚贡献，新右儿子的总异或从
虚贡献移除；异或的加入与移除是同一个操作。随后正常 pushup。点对增删
只需对两个端点执行 access，修改自身权值并向上更新。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

UOJ207：暂时断边，查询整棵连通块
查询边 (𝑢, 𝑣) 时暂时 cut(u,v)，将 𝑢 所在连通块换根并访问 𝑢，其维护的整
棵树异或即为 𝑋𝐴；比较后 link(u,v) 恢复。换边操作直接使用同样的断边、
连边接口。
每次操作仅执行常数次动态树操作，摊还时间 𝑂(log 𝑛)，空间为 𝑂(𝑛 + 𝑞)，
其中点对记录占用 𝑂(𝑞)。普通只维护路径信息的 LCT 不够，关键是 access 
时同步维护虚子树贡献。
若最多有 𝑄 次查询，沿精确执行路径取并集界，全程误判至多 𝑄2−64。需
要更低预算时，可用两套独立 64 位权值，要求两份摘要都相等。
返回选讲题目
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CF364D：Ghd
CF364D Ghd：在 𝑛 ≤ 106 个正整数中，求能整除至少 ⌈𝑛

2 ⌉ 个数的最大整数 
𝑔。数值上界 𝐴 = 1012，重复值按位置计数。
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CF364D：Ghd
CF364D Ghd：在 𝑛 ≤ 106 个正整数中，求能整除至少 ⌈𝑛

2 ⌉ 个数的最大整数 
𝑔。数值上界 𝐴 = 1012，重复值按位置计数。
固定一个最优答案 𝑔∗。均匀抽取一个位置，其值 𝑥 被 𝑔∗ 整除的概率至少为 
1
2。抽中后，𝑔∗ 必在 𝑥 的因子中。

因此抽样后只需求“𝑥 的所有因子中，哪些整除了足够多的数组元素”。不
能为每个因子都扫描一遍整个数组。
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CF364D：gcd 频次与因子格累加
对每个数组元素计算 𝑑𝑖 = gcd(𝑎𝑖, 𝑥)，统计每个 𝑥 的因子作为 𝑑𝑖 出现了多少
次。
分解 𝑥 = ∏𝑘

𝑗=1 𝑝𝑒𝑗
𝑗 ，每个因子对应指数向量 (𝑏1, …, 𝑏𝑘)。将这些频次放入大

小 𝐷 = ∏𝑘
𝑗=1(𝑒𝑗 + 1) 的多维数组。

对每一维，从大指数向小指数累加：固定其他坐标，依次令 𝑏𝑗 = 𝑒𝑗 −
1, …, 0，执行 𝐶[𝑏] + = 𝐶[𝑏 + unit𝑗]。全部维度完成后，𝐶[𝑏] 就是所有倍于
该因子的 gcd 数量。
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CF364D：精确验证，随机性只影响漏掉最优
因为 𝑔 是 𝑥 的因子，有

𝑔 ∣ 𝑎𝑖 ⇔ 𝑔 ∣ gcd(𝑎𝑖, 𝑥).
因子格累加得到的正是整除计数。取 𝐶[𝑔] ≥ ⌈𝑛

2 ⌉ 的最大因子，并与此前轮
次的答案取最大值。答案始终可行，初始为一。
独立抽样 𝑅 轮，未抽中任何最优答案见证的概率至多 2−𝑅。抽中一次就枚
举并验证了 𝑔∗，此后不会丢失它。
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CF364D：因子计数的完整工作量
试除分解 𝑥 最坏 𝑂(

√
𝐴)。生成因子并排序，每个因子同时记录其指数数组

下标；对 𝑛 个 gcd 用二分找到下标，再累加频次。
一轮时间为

𝑂(
√

𝐴 + 𝑛(log 𝐴 + log 𝐷) + 𝐷 log 𝐷 + 𝑘𝐷),

其中 𝑘𝐷 是因子格累加，不能写成 𝑛𝐷。总时间乘以 𝑅；总空间 𝑂(𝑛 + 𝐷)。
实现用 64 位整数；相同样本值可跳过，避免重复计算，但概率估计仍按原
始独立抽样轮次。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1305F：Kuroni and the Punishment
CF1305F Kuroni and the Punishment 允许对正整数做加一或减一，要求
最后仍为正数且整体 gcd 大于一，求最少操作次数。
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CF1305F：Kuroni and the Punishment
CF1305F Kuroni and the Punishment 允许对正整数做加一或减一，要求
最后仍为正数且整体 gcd 大于一，求最少操作次数。
把所有数变成偶数，代价至多为 𝑛，所以最优解的总代价不超过 𝑛。如果超
过一半的位置都花费至少两次，就会超过这个上界。因此至少一半的位置
在某个最优解中只改了零次或一次。
设最优结果的公共质因子为 𝑝。从这样的一个位置抽到原值 𝑥，则 𝑝 必然整
除 𝑥 − 1, 𝑥, 𝑥 + 1 中某个正整数。随机选位置，分解这三个数，将所有质因
子加入候选集即可。
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CF1305F：枚举抽中位置附近的质因子
对候选质数 𝑝，独立计算每个数到最近正倍数的距离。若 𝑎𝑖 < 𝑝，只能增加
到 𝑝；否则代价是 min(𝑎𝑖 mod 𝑝, 𝑝 − 𝑎𝑖 mod 𝑝)。对所有候选取最小值。
每个候选都对应真实可行方案，不会得到比最优解更小的假答案。抽样 𝑡 次
漏掉固定最优质因子的概率至多 2−𝑡。将候选质数去重，设有 𝐶  个；试除分
解时总时间为 𝑂(𝑡

√
𝐴 + 1 + 𝑛𝐶)，其中 𝐴 = max𝑖 𝑎𝑖。

初始以全部变偶数的代价为当前答案；分解时跳过零、一。评估一个候选
时，部分代价超过当前答案即可停止，因为剩下的代价均非负。
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CF1986F：Non-academic Problem
CF1986F Non-academic Problem：给定连通无向简单图，删除恰好一条
边，使仍然互相可达的无序点对数量最少。
2 ≤ 𝑛 ≤ 105，𝑛 − 1 ≤ 𝑚 ≤ 105；全部测试的点数、边数之和分别不超过 
2 × 105。
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CF1986F：Non-academic Problem
CF1986F Non-academic Problem：给定连通无向简单图，删除恰好一条
边，使仍然互相可达的无序点对数量最少。
2 ≤ 𝑛 ≤ 105，𝑛 − 1 ≤ 𝑚 ≤ 105；全部测试的点数、边数之和分别不超过 
2 × 105。
只有删除桥才会改变连通性。若一条桥把图分成大小为 𝑠 与 𝑛 − 𝑠 的两部
分，可达点对减少 𝑠(𝑛 − 𝑠)。于是需要找出桥，并计算对应一侧的大小。
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CF1986F：用生成树描述每一个候选割
用并查集选出一棵生成树 𝑇 ，任取根。非树边本身不可能是桥；对树边 
(parent(𝑣), 𝑣)，令 𝑆𝑣 为 𝑣 的子树。
删去这条树边后，生成树分成 𝑆𝑣 与其补集。原图仍然连通，当且仅当存在
一条非树边跨过这个割。

没有跨割非树边

树边是桥

删除后，两侧失去连接

存在跨割非树边

树边在某个环上

非树边提供替代路径

因此，不必恢复每个环，只需检测每个子树割是否被非树边跨过。

isaunoya 随机化选讲 58 / 186



随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1986F：端点异或，子树汇总
给每条非树边 𝑒 = (𝑎, 𝑏) 独立的均匀 64 位权值 𝑤𝑒，分别异或到端点 𝑎, 𝑏。从
叶到根汇总，得到子树摘要 𝐻𝑣。

𝐻𝑣 = ⨁
𝑒  恰有一个端点在 𝑆𝑣

𝑤𝑒.

内部边出现两次抵消，外部边出现零次，恰好留下跨割的非树边。如果没
有跨割边，𝐻𝑣 = 0；若存在跨割边，固定其他权值后，剩下一个均匀权值
使 Pr[𝐻𝑣 = 0] = 2−64。
端点异或已经自动完成路径上的覆盖与抵消，不需要查询 LCA。这里检测
的是固定输入中预先确定的 𝑛 − 1 个割，可以直接取并集界。
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CF1986F：计算答案与全程误差
同时汇总子树大小 𝑠𝑣，在所有非根且 𝐻𝑣 = 0 的节点中，取最大的 𝑠𝑣(𝑛−𝑠𝑣)，
记为 𝐷；候选为空时取 𝐷 = 0。

答案 = (𝑛
2
) − 𝐷.

真桥一定被保留；错误只可能来自非桥的摘要恰好为零。一组测试的错误
概率至多 (𝑛 − 1)2−64，多组测试按全部候选割的数量累加。
生成树与汇总共用 𝑂(𝑚𝛼(𝑛) + 𝑛) 时间、𝑂(𝑛 + 𝑚) 空间。确定性替代是 
DFS 的 lowlink；随机指纹在这里提供的是另一种简洁的图结构判定。
isaunoya 的原讨论 · 原提交
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Graph Cuts
Graph Cuts 维护顶点集合 𝑈，要求找到一条两端分别位于 𝑈  内外的现存
边，并删除它。
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Graph Cuts
Graph Cuts 维护顶点集合 𝑈，要求找到一条两端分别位于 𝑈  内外的现存
边，并删除它。
给边编号。对每个点，将关联边的编号异或起来；再对 𝑈  内所有点的摘要
做异或。内部边出现两次，完全抵消，留下的恰好是割边编号的异或和。
但多条割边异或后的值不一定是一条边。解决方法是建立多个抽样层，第 𝑗 
层以概率 2−𝑗 独立保留各条边，每层都维护同样的顶点摘要与集合摘要。
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Graph Cuts：内部边抵消，跨割边留下摘要

集合 𝑈 集合外

A

B

C

D

出现两次 各出现一次

𝐻(𝑈) = id(𝐴𝐶) ⊕ id(𝐵𝐷).
摘要还不是答案：抽样到单边后，仍要验证编号、存活状态和两端是否跨
割。
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Graph Cuts：找到恰好留下单条割边的层
设初始边数为 𝑚 ≥ 1，共设 𝐽 = 1 + ⌈log2 𝑚⌉ 层，第 𝑗 层以概率 2−𝑗 保留各
边，0 ≤ 𝑗 < 𝐽。
固定图与割，设有 𝑐 > 0 条跨割边。𝑐 = 1 时第零层必然保留唯一边；𝑐 ≥ 2 
时取 𝑗 = ⌈log2 𝑐⌉，得到 1

2𝑐 ≤ 𝑝 ≤ 1
𝑐 。这一层恰好保留一条割边的概率满足

𝑐𝑝(1 − 𝑝)𝑐−1 ≥ 1
2
(1 − 1

𝑐
)

𝑐−1
≥ 1

2e
.

对这个固定割，独立重复 𝑡 组后仍未找到割边的概率至多

(1 − 1
2e

)
𝑡
.
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Graph Cuts：验证候选，并明确自适应边界
候选编号必须有效、对应边尚未删除、两端确实跨割。即使多条边的异或
偶然得到另一条合法割边，也可直接返回；验证保证输出合法。
共维护 𝑡 组、每组 𝐽  层。点进出集合时更新集合摘要；删边时更新两端摘要
及对应集合摘要。每次操作维护 𝑡𝐽  份记录，时间 𝑂(𝑡𝐽)，顶点摘要空间 
𝑂(𝑡𝑛𝐽)。
漏检界只针对固定图与固定割。原题删除找到的边，后续图依赖此前的随
机输出；即使点集操作预先固定，也不能直接沿用固定割的证明。
这里展示抽样摘要如何恢复割边，不将其作为原题的全程概率保证。确定
性处理见 根号分治课件中的 Graph Cuts。

isaunoya 随机化选讲 64 / 186

https://isaunoya.github.io/lectures/sqrt-decomposition.pdf
https://isaunoya.github.io/lectures/sqrt-decomposition.pdf


随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

P8817：假期计划
CSP-S 2022 假期计划 要从家出发，依次访问四个不同景点后回家，每段路
允许经过至多 𝑘 + 1 条边，最大化四个景点的权值和。
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P8817：假期计划
CSP-S 2022 假期计划 要从家出发，依次访问四个不同景点后回家，每段路
允许经过至多 𝑘 + 1 条边，最大化四个景点的权值和。
先从每个点 BFS，得到两点之间能否在限制内到达。随后随机排列除家以
外的顶点，要求四个景点在这个排列中的位置严格递增。
设 𝑑𝑡,𝑣 表示访问了 𝑡 个景点、最后在 𝑣 的最大分数。按排列顺序处理顶点，
对每个可达且排在前面的 𝑢，转移 𝑑𝑡,𝑣 = max(𝑑𝑡,𝑣, 𝑑𝑡−1,𝑢 + 𝑎𝑣)。初始景点
需要从家可达，第四个景点需要能返回家。递增顺序保证四个景点互不相
同。
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假期计划：一条路线有正反两种可用顺序
固定一条最优路线，其四个景点有 4! 种相对顺序。正向和反向都可接受，
所以单轮命中概率至少 24 ≠ 1

12。重复 𝑡 次、保留最大答案，失败概率至多 
(11

12)𝑡
。

预处理 𝑂(𝑛(𝑛 + 𝑚))，每轮 DP 为 𝑂(𝑛2)。例如 100 次仍约有 1.66 × 10−4 的
漏解上界，应根据总测试量与时间预算选择次数，而不能仅凭一次通过判
断可靠性。
接续：保留三个端点候选的确定性算法
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假期计划：每个中间点保留三个端点
记两点距离不超过 𝑘 + 1 为可达，家为 𝑠。对每个中间景点 𝑏，收集满足 𝑎 ≠
𝑠, 𝑏、𝑠 可达 𝑎、𝑎 可达 𝑏 的端点 𝑎，只保留权值最大的三个，记为 𝑇𝑏。
枚举不同的中间景点 𝑏, 𝑐，要求二者可达。枚举 𝑎 ∈ 𝑇𝑏, 𝑑 ∈ 𝑇𝑐，检查 
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 两两不同，再用四点权值和更新答案。
每对 𝑏, 𝑐 至多检查九对端点。距离预处理为 𝑂(𝑛(𝑛 + 𝑚))，构造候选与枚举
均为 𝑂(𝑛2)，空间 𝑂(𝑛2)，无需随机重试。
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假期计划：三个候选为何足够
固定最优路线 𝑠, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑠。在 𝑏 的端点候选里，除了已经排除的 𝑠, 𝑏，只需
避开 𝑐, 𝑑 两点。
若 𝑎 不在前三名中，前三名至少有一个不等于 𝑐, 𝑑，且权值不小于 𝑎，可将
它替换为 𝑎′。随后在 𝑐 的前三名中避开 𝑏, 𝑎′，同样能把 𝑑 替换为不更差的 
𝑑′。
替换后仍是合法路线，并且四个端点全部来自所保留的集合。因此某个最
优方案一定会被枚举；候选不足三个时保留全部即可。
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CF1310D：Tourist
CF1310D Tourist 寻找从点 1 出发又回到点 1 的恰好 𝑘 步最小代价行走，并
要求所用边不形成奇环。边权有方向，不能把两方向权值视为相同。
𝑛 ≤ 80，2 ≤ 𝑘 ≤ 10，且 𝑘 为偶数。
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CF1310D：Tourist
CF1310D Tourist 寻找从点 1 出发又回到点 1 的恰好 𝑘 步最小代价行走，并
要求所用边不形成奇环。边权有方向，不能把两方向权值视为相同。
𝑛 ≤ 80，2 ≤ 𝑘 ≤ 10，且 𝑘 为偶数。
不含奇环的无向底图可以黑白染色。随机给各点二染色，只保留异色之间
的有向边，然后做恰好 𝑘 步的最短路 DP：

𝑑𝑡,𝑣 = min
𝑢:color(𝑢)≠color(𝑣)

(𝑑𝑡−1,𝑢 + 𝑤𝑢,𝑣).
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CF1310D：只需染对固定答案涉及的点
初始只有 𝑑0,1 = 0，答案是 𝑑𝑘,1。每轮产生的行走都在二分图上，因此一定
满足无奇环条件；并不需要额外要求点互不相同。
固定一个最优行走，它用到的不同顶点数 𝑣 不超过 𝑘，所用底图连通且二
分。随机染色与它的两种合法染色之一吻合的概率为 21−𝑣 ≥ 21−𝑘。重复 𝑡 
次后的漏解概率至多 (1 − 21−𝑘)𝑡

。每轮 𝑂(𝑘 × 𝑛2)，小 𝑘 才能承受这个指数
因子。
返回选讲题目
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交互题选讲

前置知识 题目与内容

链表 CF843B：抽样定位，再沿链表搜索

二分、最大公因子 CF1114E：恢复等差数列

位运算 CF1364E：寻找零元素，还原排列

条件期望 CF2074E：自适应交互中的随机收缩

图的度数与割 Gym103469E：用随机割检验欧拉回路

先区分随机性影响的是答案还是询问次数，再把概率界与题目的询问上限
对应起来。进阶：树根定位与在线考试
返回主讲安排
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交互题进阶

前置知识 题目与内容

树上路径、概率尾
界

CF1438F：由出现频率寻找树根

差分、条件期望 CF1705F：从总分中恢复每一道答案

前一题的固定预算下允许小概率选错候选；后一题对每次执行都保证正确
和询问上界，随机性只改善平均工作量。
基础交互题 · 返回主讲安排
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CF843B：Interactive LowerBound
CF843B Interactive LowerBound：有 𝑛 个节点的严格递增单链表，下标次
序与链表次序无关。已知头节点下标 𝑠 和目标值 𝑥。
询问一个下标，得到该节点的值与后继下标；尾节点的后继为 −1。求链表
中不小于 𝑥 的最小值，不存在则输出 −1。
𝑛 ≤ 50000，最多允许 1999 次节点询问。
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CF843B：Interactive LowerBound
CF843B Interactive LowerBound：有 𝑛 个节点的严格递增单链表，下标次
序与链表次序无关。已知头节点下标 𝑠 和目标值 𝑥。
询问一个下标，得到该节点的值与后继下标；尾节点的后继为 −1。求链表
中不小于 𝑥 的最小值，不存在则输出 −1。
𝑛 ≤ 50000，最多允许 1999 次节点询问。
下标无序，不能按下标二分；从头遍历又可能耗尽预算。若已找到一个值
小于 𝑥、且离答案很近的节点，后续只需沿链表前进。
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CF843B：随机样本确定搜索起点
先询问头节点；若它的值已不小于 𝑥，直接结束。否则随机抽取若干不同下
标，与头节点一起保留其中值小于 𝑥 且最大的节点 𝑢。

链表前段 靠近答案的连续一段
… → 𝑢 → … 首个 ≥ 𝑥

从 𝑢 沿后继走到第一个值不小于 𝑥 的节点，或走到链尾。抽中的节点不必
恰好是答案，只需落入答案前的一段。
缓存已问节点；一次询问同时获得值和后继。没有答案时，同样希望抽中
链尾附近的节点。
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CF843B：命中末段的概率
𝑛 ≤ 1999 时可以问完所有节点。否则分配 1 + 999 + 999 次询问：头节点、
其余下标中的 999 个均匀无放回样本、至多 999 次后继访问。
若小于 𝑥 的节点至多 999 个，从头出发已足够；否则，把其中最后 999 个节
点记作 𝑊。命中 𝑊  后必能在剩余预算内结束。

Pr[未命中 𝑊] ≤ (1 − 999
𝑛 − 1

)
999

≤ exp(− 9992

𝑛 − 1
) < 2.2 × 10−9.

这个界来自好下标的数量。预算耗尽仍未定位时，算法可能答错，但不能
继续询问；此时只能提交已见候选或 −1。
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CF1114E：Arithmetic Progression
CF1114E Arithmetic Progression：一个长度为 𝑛 的无序数组，排序后是公
差 𝑑 > 0 的整数等差数列。求首项与公差。
可以询问某个下标的值；也可以给定 𝑥，询问数组中是否存在严格大于 𝑥 的
数。
2 ≤ 𝑛 ≤ 106，所有值在 [0, 109] 内，两类询问合计至多 60 次。
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CF1114E：Arithmetic Progression
CF1114E Arithmetic Progression：一个长度为 𝑛 的无序数组，排序后是公
差 𝑑 > 0 的整数等差数列。求首项与公差。
可以询问某个下标的值；也可以给定 𝑥，询问数组中是否存在严格大于 𝑥 的
数。
2 ≤ 𝑛 ≤ 106，所有值在 [0, 109] 内，两类询问合计至多 60 次。
比较询问可以二分最大值。最大值确定后，其余信息都可以转化成“相差
多少个公差”。
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CF1114E：对抽样差值取最大公因子
用至多 30 次比较询问求出最大值 𝑀。再均匀无放回抽取 𝑡 = min(𝑛, 30) 个
下标，得到 𝑦1, …, 𝑦𝑡。
每个样本满足 𝑀 − 𝑦𝑖 = 𝑘𝑖𝑑，其中 𝑘𝑖 ∈ {0, 1, …, 𝑛 − 1}。因此

𝑔 = gcd(𝑀 − 𝑦1, …, 𝑀 − 𝑦𝑡) = 𝑑 × gcd(𝑘1, …, 𝑘𝑡).
若 gcd(𝑘1, …, 𝑘𝑡) = 1，就得到 𝑑 = 𝑔，首项为 𝑀 − (𝑛 − 1)𝑔。
需要的是样本对应的步数互质；不必碰巧抽到两个相邻项。𝑛 ≤ 30 时查询
全部元素，结果确定正确。
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CF1114E：错误对应一个共同质因子
当 𝑛 > 30 时，抽到的步数是 0, …, 𝑛 − 1 中均匀选择的 30 个不同整数。
若得到的 𝑔 大于真正公差，必有某个质数 𝑝 ≤ 𝑛 − 1 整除全部步数。固定 𝑝，
这样的整数只有 ⌈𝑛

𝑝⌉ 个，故

Pr[𝑔 ≠ 𝑑] ≤ ∑
𝑝<𝑛,𝑝  为质数(


⌈𝑛

𝑝⌉
𝑛 )


30

.

对所有可能的共同质因子求并集界，可得全题范围内错误概率小于 
3.5 × 10−8。询问数始终不超过 60，随机性只影响参数是否恢复正确。
附录：统一误差界
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CF1364E：X-OR
CF1364E X-OR：隐藏一个 0, …, 𝑛 − 1 的排列 𝑝。询问两个不同下标 𝑖, 𝑗，得
到 𝑝𝑖 与 𝑝𝑗 的按位或。

还原整个排列。3 ≤ 𝑛 ≤ 2048，最多允许 4269 次询问。排列在交互开始前
固定。
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CF1364E：X-OR
CF1364E X-OR：隐藏一个 0, …, 𝑛 − 1 的排列 𝑝。询问两个不同下标 𝑖, 𝑗，得
到 𝑝𝑖 与 𝑝𝑗 的按位或。

还原整个排列。3 ≤ 𝑛 ≤ 2048，最多允许 4269 次询问。排列在交互开始前
固定。
若找到 𝑝𝑧 = 0 的位置，询问 (𝑧, 𝑖) 就直接得到 𝑝𝑖。任务可以拆成：先找零，
再还原其余元素。
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CF1364E：从二进制一较少的数出发
记 𝑞(𝑖, 𝑗) = 𝑝𝑖 OR 𝑝𝑗。独立均匀选择不同下标 𝑎, 𝑏，直到返回值至多含六个
二进制一；取 𝑢 = 𝑎。于是 𝑝𝑢 也至多含六个一。
询问 𝑢 与所有其他位置，并对这些返回值取按位与，得到 𝑝𝑢 的准确值 𝑚。

𝑚 = ⋀
𝑖≠𝑢

𝑞(𝑢, 𝑖) = 𝑝𝑢.

每个返回值都含有 𝑝𝑢 的全部一位；若 𝑝𝑢 ≠ 0，与零元素的那次询问恰好返
回 𝑝𝑢。若 𝑝𝑢 = 0，排列中同时存在 1, 2，其按位与为零，结论仍成立。
保存抽样成功时的那次回答，这一整行还需询问 𝑛 − 2 次。
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CF1364E：候选恰好是全部真子掩码
保留 𝑖 ≠ 𝑢 且 𝑞(𝑢, 𝑖) = 𝑚 的位置，记作 𝑆。这个条件等价于 𝑝𝑖 是 𝑚 的真子
掩码。
任一子掩码都不超过 𝑚 < 𝑛，所以一定出现在排列中。候选因此包含全部
真子掩码，而不只是其中一部分。
若 𝑚 含有 𝑘 个一，则

|𝑆| = 2𝑘 − 1 ≤ 63.
𝑚 ≠ 0 时，零元素始终在 𝑆 中。后续只需在这个很小且结构完整的集合里
继续询问。
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CF1364E：在子掩码集合中继续下降
当 |𝑆| ≥ 2，从 𝑆 中均匀选新枢轴 𝑣，询问它与其他候选的按位或。以旧值 
𝑚 为初值，对回答取按位与，得到新值 𝑚′ = 𝑝𝑣。
若 𝑝𝑣 ≠ 0，集合中的零元素保证读数准确。若 𝑝𝑣 = 0，旧值至少含两个一；
对应的两个单比特子掩码都在 𝑆 中，也能保证按位与为零。
随后仅保留 𝑞(𝑣, 𝑖) = 𝑚′ 的其他位置。新集合又恰好是 𝑚′ 的全部真子掩码。
𝑚′ 是 𝑚 的真子掩码，一的数量严格减少。因此至多进行五轮询问下降，随
后直接判定零位置；候选数依次受到 63, 31, 15, 7, 3, 1 的限制。
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CF1364E：终止与排列还原

候选为空

𝑚 = 0

当前枢轴就是零元素

候选只有一个

𝑆 = {𝑧}

唯一真子掩码只能是零

每次枢轴的准确值都已求出，可以保留。找到零位置 𝑧 后，仅对尚未确定的
位置询问 (𝑧, 𝑖)，即可补全排列。
随机选哪个候选只影响下降路径；只要询问过程完成，恢复出的值一定正
确。初始抽样可能反复失败，必须另行分析总询问预算。
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CF1364E：询问总数的分解
记初始抽样次数为 𝑅，下降阶段的询问数为 𝑆。首个枢轴之外，记录了 𝑑 个
新枢轴或终止零点，同一位置只计一次。

阶段 询问次数
随机找到合格起点 𝑅

补完首个枢轴的整行 𝑛 − 2
在真子掩码中下降 𝑆

用零元素还原未知位置 𝑛 − 1 − 𝑑
首行已有一次成功抽样的回答；最后已有 1 + 𝑑 个值确定，因此分别只需 
𝑛 − 2 次与 𝑛 − 1 − 𝑑 次。

𝑄 = 𝑅 + (𝑛 − 2) + 𝑆 + (𝑛 − 1 − 𝑑) = 𝑅 + 2𝑛 − 3 + (𝑆 − 𝑑).
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CF1364E：下降阶段的净开销
当前枢轴有 𝑘 ≥ 2 个一时，候选有 2𝑘 − 1 个。选定新枢轴后，询问其余候
选，需要 2𝑘 − 2 次；同时确定了一个新值，使最后还原少问一次。因此本
轮对 𝑆 − 𝑑 的贡献是

(2𝑘 − 2) − 1 = 2𝑘 − 3.

一的数量严格下降，初始又至多为六，所以 𝑘 = 6, 5, 4, 3, 2 每种至多出现一
次。若终止时从唯一候选直接确定零，还会再省一次。于是

𝑆 − 𝑑 ≤ ∑
6

𝑘=2
(2𝑘 − 3) = 61 + 29 + 13 + 5 + 1 = 109.

代回总数分解，得到
𝑄 ≤ 𝑅 + 2𝑛 − 3 + 109 = 𝑅 + 2𝑛 + 106.
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CF1364E：随机起点与询问预算
前面得到 𝑄 ≤ 𝑅 + 2𝑛 + 106，但初始抽样次数 𝑅 没有确定上界，因此仍需
分析总数超过 4269 的概率。结合起点位数与后续下降路径的分布，可对全
部 3 ≤ 𝑛 ≤ 2048 算出

Pr[𝑄 > 4269] < 4.8 × 10−7.
分析采用各轮独立均匀抽样。统一累计询问次数，已问满 4269 次且仍需询
问时停止；这将超限事件转化为相同概率上界内的失败，而不会发出多余
询问。
附录：精确计数与有限范围概率核验

isaunoya 随机化选讲 87 / 186



随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF2074E：Empty Triangle
CF2074E Empty Triangle：平面上有 𝑛 个坐标未知的固定点，任意三点不
共线。询问三个下标，交互器返回三角形内部的一个点；若内部为空则返
回零。
交互器可以根据此前询问选择返回哪个内部点，但不能改变点的位置。求
一个内部没有其他点的三角形。
3 ≤ 𝑛 ≤ 1500，每组至多 75 次询问，一次测试至多 20 组。
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CF2074E：Empty Triangle
CF2074E Empty Triangle：平面上有 𝑛 个坐标未知的固定点，任意三点不
共线。询问三个下标，交互器返回三角形内部的一个点；若内部为空则返
回零。
交互器可以根据此前询问选择返回哪个内部点，但不能改变点的位置。求
一个内部没有其他点的三角形。
3 ≤ 𝑛 ≤ 1500，每组至多 75 次询问，一次测试至多 20 组。
返回一个内部点后，原三角形被分成三个子三角形。三个都可以成为下一
步候选，问题在于如何选择。
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CF2074E：均匀保留一个子三角形

𝑃
𝑀1 𝑀2

𝑀3

设原三角形内有 𝑀  个点。交互器返回 𝑃  后，
三个子三角形的内部点数满足

𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀3 = 𝑀 − 1.
用新的随机数等概率选择其中一个。于是下
一步的内部点数期望为 𝑀−1

3 。

不需要知道坐标或数出各部分的点，也不需要交互器返回一个“居中”的
点。
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CF2074E：对任意交互历史都成立的收缩
令 𝑀𝑡 为第 𝑡 次收缩后的内部点数，空三角形视为保持在零。无论交互器如
何选择返回点，都有

𝐸[𝑀𝑡+1 | 此前历史与返回点] ≤ 𝑀𝑡
3

.

反复取期望，得到 𝐸[𝑀𝑡] ≤ 𝑛−3
3𝑡 。内部非空意味着 𝑀𝑡 ≥ 1，所以

Pr[𝑀75 ≥ 1] ≤ 𝐸[𝑀75] ≤ 1497
375 < 2.5 × 10−33.

第 75 次询问若仍返回内部点，再随机保留一个子三角形并直接输出，不发
第 76 次询问。至多 20 组时，对各组失败事件再求并集界。
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Gym103469E：Eulerian?
Gym103469E Eulerian?：隐藏一张连通无向简单图。询问一个顶点集合，
交互器返回该集合内部的边数。
判断图是否存在欧拉回路。交互器不自适应，最多允许 60 次询问。
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Gym103469E：Eulerian?
Gym103469E Eulerian?：隐藏一张连通无向简单图。询问一个顶点集合，
交互器返回该集合内部的边数。
判断图是否存在欧拉回路。交互器不自适应，最多允许 60 次询问。
连通性已经保证，问题等价于判断是否所有点的度数都为偶数。询问看不
到单个顶点的度数，但可以组合成一个割的边数。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

Gym103469E：随机割检测奇度点
先问全图边数 𝑚。每轮将各顶点独立等概率分到 𝐴, 𝐵，分别询问内部边数 
𝑒(𝐴), 𝑒(𝐵)，得到割边数

𝑐(𝐴, 𝐵) = 𝑚 − 𝑒(𝐴) − 𝑒(𝐵).
每条 𝐴 内部的边在度数和中出现两次，跨割边只出现一次，因此

𝑐(𝐴, 𝐵) ≡ ∑
𝑣∈𝐴

deg(𝑣) mod 2.

所有度数为偶数时，每个割都为偶数。若存在奇度点，固定其他点的分组
后，让这个点进出 𝐴 会翻转割的奇偶性；所以一轮恰有 12  概率发现奇数割。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

Gym103469E：单侧错误与询问预算
发现奇数割就确定不存在欧拉回路；未发现只能给出概率保证。
一次全图询问，加上 29 轮独立随机二分割，共用 1 + 2 × 29 = 59 次询问。
若存在奇度点，全部漏检的概率为 2−29。
这里的输入固定，才能反复检测同一个度数奇偶向量。每轮重新独立分组，
固定其他顶点后的翻转论证也始终成立。
交互时每次输出后刷新缓冲区，收到错误标记立即终止；这些约定也适用
于前面的例题。
返回交互题选讲
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1438F：Olha and Igor
CF1438F Olha and Igor：一棵高度为 ℎ 的完美二叉树有 𝑛 = 2ℎ − 1 个点，
3 ≤ ℎ ≤ 18，标签固定。询问三个不同点 𝑢, 𝑣, 𝑤，得到以 𝑤 为根时 𝑢, 𝑣 的 
LCA。
至多询问 𝑛 + 420 次，求原树根的标签。
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CF1438F：Olha and Igor
CF1438F Olha and Igor：一棵高度为 ℎ 的完美二叉树有 𝑛 = 2ℎ − 1 个点，
3 ≤ ℎ ≤ 18，标签固定。询问三个不同点 𝑢, 𝑣, 𝑤，得到以 𝑤 为根时 𝑢, 𝑣 的 
LCA。
至多询问 𝑛 + 420 次，求原树根的标签。
返回值是三点的中位点：三条两两路径共同经过的唯一点。因此三个参数
的顺序不影响回答。
原根的度数为二，其他非叶节点的度数为三。随机询问更常返回的点，并
不一定是原根。

isaunoya 随机化选讲 94 / 186

https://codeforces.com/problemset/problem/1438/F


随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1438F：中位点的出现频率
删去点 𝑥 后，各连通分支的大小为 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3；若 𝑥 是原根，令 𝑠3 = 0。均匀
选三个不同点，使中位点为 𝑥 的无序三元组数为

𝐹(𝑥) = 𝑠1𝑠2𝑠3 + 𝑠1𝑠2 + 𝑠2𝑠3 + 𝑠3𝑠1.
不选 𝑥 时，三个点必须来自三个不同分支；选了 𝑥 时，另外两点必须来自
两个不同分支。故返回 𝑥 的概率为 𝐹(𝑥)

(𝑛
3 ) 。

原根只有两个分支，必须自身被抽中才可能成为返回值。同一深度的点，
其出现概率相同。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1438F：根的两个孩子
原根深度为零。深度 𝑑 的点，两棵向下子树大小均为 𝑎𝑑，向上分支大小为 
𝑏𝑑：

𝑎𝑑 = 2ℎ−𝑑−1 − 1, 𝑏𝑑 = 𝑛 − 2𝑎𝑑 − 1,

𝐹𝑑 = 𝑎2
𝑑𝑏𝑑 + 𝑎2

𝑑 + 2𝑎𝑑𝑏𝑑, 𝑝𝑑 = 𝐹𝑑
(𝑛

3 )
.

对 𝑑 ≥ 1，𝐹𝑑 随深度严格减小。根的孩子与原根的计数差为

𝐹1 − 𝐹0 = (𝑛 + 1)2(𝑛 − 5)
32

> 0.

所以根的两个孩子是唯一的最大概率点。深度比较的代数证明

isaunoya 随机化选讲 96 / 186



随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1438F：固定预算的定位
当 ℎ ≥ 4，独立均匀询问 420 个三元组；每轮内部的三个点不同，各轮允许
重复。统计返回次数，线性扫描选出次数最多的两个点 𝑐1, 𝑐2。
再对其余每个点 𝑖 询问 (𝑐1, 𝑐2, 𝑖)。若候选确为原根的两个孩子，仅当 𝑖 是原
根时回答才等于 𝑖；其他点都返回 𝑐1 或 𝑐2。
总询问数至多 420 + (𝑛 − 2) = 𝑛 + 418。候选错误时不保证定位，但仍在扫
描后结束，不能追加无上限的随机重试。
ℎ = 3 时只有七个点。枚举全部 (7

3) = 35 个三元组，两个孩子各出现 13 次、
原根出现 9 次；再用至多五次询问定位，总共至多 40 次，确定正确。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1438F：出现次数之差
固定一个原根孩子与一个非孩子节点，单轮返回概率分别为 𝑝, 𝑞，且 𝑝 > 𝑞。
记它们在 𝑇  轮中的出现次数为 𝑋, 𝑌 。
一次采样对 𝑌 − 𝑋 的增量分别为 −1, +1, 0，概率为 𝑝, 𝑞, 1 − 𝑝 − 𝑞。因此对
任意 𝑧 > 1，Markov 不等式给出

Pr[𝑌 ≥ 𝑋] ≤ 𝐸[𝑧𝑌 −𝑋] = (1 − 𝑝 − 𝑞 + 𝑝
𝑧

+ 𝑞𝑧)
𝑇
.

取 𝑧 = √𝑝
𝑞 ，得到

Pr[𝑌 ≥ 𝑋] ≤ (1 − 𝑝 − 𝑞 + 2√𝑝𝑞)𝑇 .
𝑞 = 0 时右侧为 (1 − 𝑝)𝑇 ，就是孩子一次也未出现的概率。这里比较同一次
采样中的计数差，没有假设两点频数独立。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1438F：全程错误概率
只要所有非孩子节点的次数都严格小于两个孩子，选出的候选就一定正确。
深度 𝑑 有 2𝑑 个点；对两孩子与全部竞争点取并集界：

Pr[选错候选] ≤ 2 ∑
0≤𝑑<ℎ,𝑑≠1

2𝑑(1 − 𝑝1 − 𝑝𝑑 + 2√𝑝1𝑝𝑑)420.

将 4 ≤ ℎ ≤ 18 的十五种允许高度分别代入，按深度合并，最大上界出现在 
ℎ = 18，小于

4.902 × 10−5.
这个上界同时计入了并列次数可能造成的错误。ℎ = 3 使用上一页的确定性
处理。全程询问预算始终成立，概率只影响答案是否正确。
官方题解：随机三元组与候选孩子
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CF1705F：Mark and the Online Exam
CF1705F Mark and the Online Exam：有 𝑛 ≤ 1000 道判断题，每次提交一
个长为 𝑛 的 T/F 串，得到答对的题数。答案预先固定，要求在至多 675 次查
询内提交全对的答案；一旦返回 𝑛，立即结束。
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CF1705F：Mark and the Online Exam
CF1705F Mark and the Online Exam：有 𝑛 ≤ 1000 道判断题，每次提交一
个长为 𝑛 的 T/F 串，得到答对的题数。答案预先固定，要求在至多 675 次查
询内提交全对的答案；一旦返回 𝑛，立即结束。
取独立均匀随机串 𝑟。将位置分成大小相差至多一的两组 𝑈, 𝑉 ，再令 𝑏 只翻
转 𝑟 在 𝑉  中的位置。
查询这两份固定基准，记分数为 𝑆0, 𝑆1。以后只翻转其中少量位置，再与对
应基准分数作差；其他位置的贡献全部抵消。
翻转一位，分数变化只能为 +1 或 −1，分别说明这一位原来答错或答对。
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CF1705F：用两种基准区分三个答案
从 𝑈, 𝑉  的未解位置中各取一位，先在 𝑟 中翻转它们，得到分数差 𝛿0。
若 𝛿0 = 2，两位相对 𝑟 都错；若 𝛿0 = −2，两位相对 𝑟 都对。一次询问已经
确定两个答案。
若 𝛿0 = 0，它们相对 𝑟 一对一错，相对 𝑏 则同对或同错。再取第三个未解位
置，在 𝑏 中同时翻转三位，得到

𝛿1 = 2𝛼 + 𝛽 ∈ {−3, −1, 1, 3}, 𝛼, 𝛽 ∈ {−1, 1}.
𝛼 是配对中每位的翻转贡献，𝛽 是第三位的贡献。四种结果各不相同，两次
询问便能确定三个答案。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1705F：均衡分组与硬询问上界
每轮先从两组各取一位；需要第三位时，从剩余位置较多的一组取。两组
未解数之差始终不超过一。
剩下至多两位时，每组至多一位。用两次基准总分扣除已解位置的贡献，
就能直接恢复余位。恢复公式
两类步骤的查询数分别为确定位置数的 12  与 23，局部步骤合计至多 ⌊2𝑛

3 ⌋ 次。
再计入两次基准和最后一次完整答案提交：

𝑄 ≤ 2 + ⌊2𝑛
3

⌋ + 1 ≤ 669 < 675.

该界对每个随机串都成立，超预算概率为零。任何查询返回 𝑛，立即停止。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1705F：随机化减少平均询问数
固定答案以后，随机基准 𝑟 各位置的匹配状态是独立公平比特。位置的选择
只依赖此前的局部差分与两组大小，不利用基准总分选择未解位置。
因此下一对同对或同错的概率为 12，用一问解两位；一对一错的概率也为 
1
2，用两问解三位。

忽略提前终止，尚有 𝑚 位时的局部查询期望 𝐺𝑚 满足（𝑚 ≥ 3）：

𝐺𝑚 = 1 + 𝐺𝑚−2
2

+ 2 + 𝐺𝑚−3
2

, 𝐺0 = 𝐺1 = 𝐺2 = 0.

由此得到 𝐺𝑚 = 3𝑚
5 + 𝑂(1)，完整流程满足 𝐸[𝑄] ≤ 3𝑛

5 + 3。随机化改善平
均工作量，正确性和 669 次硬界均不依赖运气。
期望递推的独立性与常数项 · 官方题解
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附录：构造与证明
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顺序与搜索选讲

方法 阅读入口

随机顺序 洗牌后的轨迹集中与带宽 DP

随机预处理 CF1559D2：随机合并与确定性收尾

随机局部修复 2-SAT：用势函数分析到达解的时间

分别讨论随机性改变状态分布、压缩剩余规模和选择搜索方向的情形。每
种方法都要把成功条件与总工作量写出来。
返回主讲安排
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随机顺序的适用范围
本节需要熟悉按物品推进的 DP，以及无放回抽样的集中界。先固定一个最
优方案，再分析洗牌后它的前缀轨迹。
必须分别检查三件事：重排是否改变问题、所选带宽是否满足误差目标、
保留状态的总代价是否可接受。
选取物品模型 证明截断原理；后面的原题用于比较不同资源维度。现有保
守界尚不能同时保证这些原题的时间限制，属于方法与适用边界讨论。
需要完整确定性解法时，可直接阅读 Cardboard Box 的分类算法 与 
Brukhovich and Exams 的贪心。返回主讲安排
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

选取物品与 DP 状态数
选取物品模型。 一个按物品逐个决策的 DP，用 𝑗 表示已选数量，最后要求
恰好选 𝐾  个。共有 𝑁  个物品，顺序不影响可行性和目标值。希望减少每层
保留的 𝑗 状态数。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

选取物品与 DP 状态数
选取物品模型。 一个按物品逐个决策的 DP，用 𝑗 表示已选数量，最后要求
恰好选 𝐾  个。共有 𝑁  个物品，顺序不影响可行性和目标值。希望减少每层
保留的 𝑗 状态数。
固定任意一个最优解，再均匀打乱全部物品。
这个最优解的 𝐾  个物品仍是同一批物品，只是位置变成均匀随机的 𝐾  元子
集。前 𝑖 个位置中它选了 𝑋𝑖 个，每个物品落入前缀的概率为 𝑖

𝑁 ，故

𝐸[𝑋𝑖] = 𝑖𝐾
𝑁

.

只保留 |𝑗 − 𝑖𝐾
𝑁 | ≤ 𝑊  的状态。若固定最优解的全部前缀都在带内，受限 

DP 就仍含有一个最优解；其余最优解是否被删掉并不影响结论。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

洗牌后，最优方案的轨迹集中在均值附近

𝑖

𝑋𝑖

中心：𝑖𝐾
𝑁

固定最优方案的随机前缀

带宽两侧各留 𝑊  个状态。只有这条轨迹越出阴影，才可能丢掉所固定的最
优方案；需要控制的是所有前缀的联合事件。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

带宽 DP：对所有前缀一起控制漏解概率
对固定的前缀长度 𝑖 ≥ 1，𝑋𝑖 是无放回抽样计数。Hoeffding 界给出

Pr[|𝑋𝑖 − 𝑖𝐾
𝑁

| > 𝑊] ≤ 2 exp(−2𝑊 2

𝑖
) ≤ 2 exp(−2𝑊 2

𝑁
).

对至多 𝑁  个前缀取并集界，不要求它们彼此独立，得到

Pr[∃𝑖 : |𝑋𝑖 − 𝑖 × 𝐾
𝑁

| > 𝑊] ≤ 2𝑁 exp(−2𝑊 2

𝑁
).

若要求右侧不超过 𝜀，取 𝑊 ≥ √(𝑁
2 ) ln(2𝑁

𝜀 ) 即足够。实际状态还要与 0 ≤
𝑗 ≤ min(𝑖, 𝐾) 相交；更窄带宽的误差需要另行分析。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF436E：Cardboard Box
CF436E Cardboard Box 有 𝑛 个关卡，不玩、花 𝑎𝑖 得一星、花 𝑏𝑖 得两星。
求获得至少 𝑤 星的最小代价，并输出每关的星数方案。
𝑛 ≤ 3 × 105，1 ≤ 𝑤 ≤ 2𝑛，1 ≤ 𝑎𝑖 < 𝑏𝑖 ≤ 109。
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CF436E：Cardboard Box
CF436E Cardboard Box 有 𝑛 个关卡，不玩、花 𝑎𝑖 得一星、花 𝑏𝑖 得两星。
求获得至少 𝑤 星的最小代价，并输出每关的星数方案。
𝑛 ≤ 3 × 105，1 ≤ 𝑤 ≤ 2𝑛，1 ≤ 𝑎𝑖 < 𝑏𝑖 ≤ 109。
若超过 𝑤 星，可将某关两星降为一星、或一星降为零星。由 𝑎𝑖 < 𝑏𝑖，每次
降星都不增加代价，因此只需求恰好 𝑤 星。
打乱关卡后，用 𝑑𝑖,𝑗 表示前 𝑖 关获得 𝑗 星的最小代价：

𝑑𝑖,𝑗 = min(𝑑𝑖−1,𝑗, 𝑑𝑖−1,𝑗−1 + 𝑎𝑖, 𝑑𝑖−1,𝑗−2 + 𝑏𝑖).
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF436E：单项范围与尾界常数
固定最优方案，每关的星数是 0, 1, 2 中的某个固定值。随机排列后，前 𝑖 关
的星数和 𝑋𝑖 满足 𝐸[𝑋𝑖] = 𝑖𝑤

𝑛 。

将星数除以二，单项就落入 [0, 1]，原来的偏差 𝑊  对应偏差 𝑊2 。代入前面
的无放回抽样界：

Pr[|𝑋𝑖 − 𝑖𝑤
𝑛

| > 𝑊] ≤ 2 exp
(
−2

(𝑊
2 )2

𝑖 )
 = 2 exp(−𝑊 2

2𝑖
).

再对至多 𝑛 个前缀取并集界，并用 𝑖 ≤ 𝑛，得到总漏解概率至多

2𝑛 exp(−𝑊 2

2𝑛
).
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF436E：误差预算与状态规模
每层保留带宽 𝑊，时间 𝑂(𝑛𝑊)，滚动数组空间 𝑂(𝑊)。直接保存全部状态
来源以输出方案，则需 𝑂(𝑛𝑊) 空间，也可用分治重算恢复。
这里单项范围为 [0, 2]，所以误差界中的指数常数与零一计数不同，不能直
接照抄原来的带宽。
在 𝑛 ≤ 3 × 105 的范围内，还需把满足误差目标的 𝑊  代回 𝑛𝑊，并核算方
案恢复成本。这个分析本身没有证明随机截断方案能够通过原题。
接续：按边际代价分类的确定性算法
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF436E：凸关卡与凹关卡
每关从零星到一星、再到两星的边际代价分别为 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖。若 𝑏𝑖 ≥ 2𝑎𝑖，
后一次不便宜，称为凸关卡；否则称为凹关卡。
对凸关卡，把全部边际代价排序，同价时先取第一星。因为第一星不贵于
第二星，取排序后的任意前缀都满足先后约束。记前 𝑡 项之和为 𝐶𝑡，就是
凸关卡取得 𝑡 星的最小代价。
凹关卡在最优方案中至多有一个只取一星。若两个凹关卡都只取一星，将
它们改为一个两星、另一个零星，代价至多 min(𝑏𝑖, 𝑏𝑗) < 𝑎𝑖 + 𝑎𝑗。因此只
需考虑完整的两星关卡和至多一个单星关卡。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF436E：凹关卡的奇偶星数
将 ℎ 个凹关卡按 𝑏𝑖 递增排序，记 𝐵𝑘 = ∑𝑘

𝑖=1 𝑏𝑖。取得 2𝑘 星时，直接选最便
宜的 𝑘 个完整关卡，代价 𝐽2𝑘 = 𝐵𝑘。
取得 2𝑘 + 1 星时，枚举单星关卡的位置。有两种情况：它在前 𝑘 个完整关
卡之外；或它原本在其中，需要补入第 𝑘 + 1 个完整关卡。因此

𝐽2𝑘+1 = min(𝐵𝑘 + min
𝑖>𝑘

𝑎𝑖, 𝐵𝑘+1 + min
𝑖≤𝑘

(𝑎𝑖 − 𝑏𝑖)).

空集合的最小值记为正无穷。预处理 𝑎𝑖 的后缀最小值与 𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 的前缀最小
值，并记录取得最小值的原编号，便可 𝑂(1) 求每个 𝐽𝑟。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF436E：合并代价并恢复方案
枚举凸关卡取得的星数 𝑡，只保留凹关卡能承担的 0 ≤ 𝑤 − 𝑡 ≤ 2ℎ，答案为

min
𝑡

(𝐶𝑡 + 𝐽𝑤−𝑡).

恢复时，凸关卡取边际代价排序中的前 𝑡 项，每出现一次原编号就为该关增
加一星。凹关卡取前 𝑘 个完整关卡；奇数星数则按达到最小值的分支选择
单星关卡，必要时以第 𝑘 + 1 个完整关卡替换它。
两次排序之外均为线性扫描，总时间 𝑂(𝑛 log 𝑛)、空间 𝑂(𝑛)。代价前缀和与
无穷哨兵均使用 64 位整数。最终按原编号输出每关的零、一、二星方案。
返回随机顺序
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF739E：Gosha is hunting
Gosha is hunting 有 𝑎 个普通球和 𝑏 个高级球。对第 𝑖 个目标，两种球的独
立捕获概率分别为 𝑝𝑖, 𝑢𝑖；每种球对同一目标至多用一次，最大化捕获总数
的期望。
正式范围 𝑛 ≤ 2000、0 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑛、𝑝𝑖, 𝑢𝑖 ∈ [0, 1]。
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CF739E：Gosha is hunting
Gosha is hunting 有 𝑎 个普通球和 𝑏 个高级球。对第 𝑖 个目标，两种球的独
立捕获概率分别为 𝑝𝑖, 𝑢𝑖；每种球对同一目标至多用一次，最大化捕获总数
的期望。
正式范围 𝑛 ≤ 2000、0 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑛、𝑝𝑖, 𝑢𝑖 ∈ [0, 1]。
由期望的线性性，每个目标有四种选择：不用球贡献零，只用第一种贡献 
𝑝𝑖，只用第二种贡献 𝑢𝑖，两种都用贡献 𝑝𝑖 + 𝑢𝑖 − 𝑝𝑖 × 𝑢𝑖。最后一项来自

“至少有一次成功”的概率，不能直接把两次成功相加。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF739E：两种资源围绕各自均值截断
令 𝑑𝑖,𝑗,𝑘 表示前 𝑖 个目标使用两种球各 𝑗, 𝑘 个时的最大期望。每层从 (𝑗, 𝑘) 向 
(𝑗, 𝑘)、(𝑗 + 1, 𝑘)、(𝑗, 𝑘 + 1)、(𝑗 + 1, 𝑘 + 1) 转移，加上对应贡献。球用得更
多不会损害答案，故可以补足到恰好 𝑎, 𝑏 个，最终取 𝑑𝑛,𝑎,𝑏。

先将目标整体随机排列，再只保留

|𝑗 − 𝑖 × 𝑎
𝑛

| ≤ 𝑊1, |𝑘 − 𝑖 × 𝑏
𝑛

| ≤ 𝑊2.
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF739E：分别估计概率，再取并集界
固定一个用满资源的最优方案，两种球各自的使用位置都是固定子集，洗
牌后分别满足前缀集中界。两者不需要相互独立：分别估计偏离概率，再
取并集界即可。总漏解概率至多

2𝑛 exp(−2𝑊 2
1

𝑛
) + 2𝑛 exp(−2𝑊 2

2
𝑛

).

每层至多 𝑂(𝑊1 × 𝑊2) 个状态，时间 𝑂(𝑛𝑊1 × 𝑊2)，滚动数组空间 𝑂(𝑊1 ×
𝑊2)。每层清空新数组，不可达状态置负无穷，两个坐标都要与实际可用数
量相交。𝑎 = 0 或 𝑏 = 0 时退化为一维。输出允许 10−4 的绝对或相对误差，
这是浮点精度要求，与随机截断漏解概率不同。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF739E：误差目标与状态规模
把两项失败概率各控制在 𝜀2  内，可取

𝑊1 = 𝑊2 = ⌈√(𝑛
2
) ln(4𝑛

𝜀
)⌉.

代回时间界 𝑂(𝑛𝑊1𝑊2)，得到 𝑂(𝑛2 ln(𝑛
𝜀 )) 级别的状态处理量，实际还需与

资源上限裁剪。它给出了严格误差保证，但没有证明满足原题时限。
因此本节将它用于说明二维截断怎样分配错误预算。采用更窄的经验带宽
时，不能继续沿用此处的误差结论。
返回随机顺序的适用范围
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1799F：Halve or Subtract
Halve or Subtract 对每个数至多执行一次向上取整减半、一次减去 𝑏 并截
到零；两种操作的总次数分别不超过 𝑘1, 𝑘2，最小化最后的元素和。
𝑛 ≤ 5000，所有测试的 ∑ 𝑛 ≤ 5000。
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CF1799F：Halve or Subtract
Halve or Subtract 对每个数至多执行一次向上取整减半、一次减去 𝑏 并截
到零；两种操作的总次数分别不超过 𝑘1, 𝑘2，最小化最后的元素和。
𝑛 ≤ 5000，所有测试的 ∑ 𝑛 ≤ 5000。
同一个元素有四种资源消耗，留下的最小值分别为

𝑐0,0(𝑥) = 𝑥, 𝑐1,0(𝑥) = ⌈𝑥
2
⌉,

𝑐0,1(𝑥) = max(𝑥 − 𝑏, 0),

𝑐1,1(𝑥) = max(⌈𝑥
2
⌉ − 𝑏, 0).
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CF1799F：减半先于减法
两种操作都使用时，先减半不会更差。因为 𝑏 为非负整数，

max(⌈𝑥
2
⌉ − 𝑏, 0) ≤ ⌈max(𝑥 − 𝑏, 0)

2
⌉.

左边等于 max(⌈𝑥−2𝑏
2 ⌉, 0)，右边等于 max(⌈𝑥−𝑏

2 ⌉, 0)，由单调性即可比较。
因此无需保留两种操作次序。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1799F：四种局部选择的转移
令 𝑑𝑖,𝑗,𝑘 为处理前 𝑖 个数、使用两种操作各 𝑗, 𝑘 次的最小剩余和。四种转移
统一写成

𝑑𝑖,𝑗,𝑘 = min
𝑢,𝑣∈{0,1}

(𝑑𝑖−1,𝑗−𝑢,𝑘−𝑣 + 𝑐𝑢,𝑣(𝑎𝑖)).

初始只有 𝑑0,0,0 = 0，其余状态为正无穷。每次使用旧层向清空的新层转移，
避免同一个元素被重复使用；负下标、超过操作总次数的状态不参与转移。
还可删去即使用满剩余元素也不能补足操作次数的状态。完整 DP 的时间为 
𝑂(𝑛𝑘1𝑘2)、空间 𝑂(𝑘1𝑘2)；限制带宽时，只改变每层遍历的合法范围，转移
与初始化不变。
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CF1799F：四种选择进入同一个二维 DP
所有操作都不会增大数值，可以补足使用次数到 𝑘1, 𝑘2。打乱整个元素序列
后，围绕 (𝑖 × 𝑘1

𝑛 , 𝑖 × 𝑘2
𝑛 ) 保留二维带，概率与复杂度分析同上一题。终态

为 (𝑘1, 𝑘2)，无穷哨兵与代价和使用 64 位整数。
若两维都取带宽 𝑊，时间为 𝑂(𝑛𝑊 2)。按保守并集界取

𝑊 = Θ(√𝑛 log(𝑛
𝜀
))

时，上界达到 𝑂(𝑛2 log(𝑛
𝜀 ))；这并未给出原题 1 秒限制下的可用预算。缩

窄带宽会改变漏解概率，必须重新证明或明确作为经验参数。
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CF1891E：Brukhovich and Exams
Brukhovich and Exams：将至多 𝑘 个位置改为零，最小化相邻 gcd 等于一
的边数。
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CF1891E：Brukhovich and Exams
Brukhovich and Exams：将至多 𝑘 个位置改为零，最小化相邻 gcd 等于一
的边数。
记 𝑣𝑖(0) = 𝑎𝑖, 𝑣𝑖(1) = 0，状态 𝑑𝑖,𝑗,𝑡 表示前 𝑖 项选了 𝑗 个清零位置、末项状
态为 𝑡 时的最小代价。

𝑑𝑖,𝑗,𝑡 = min
𝑠∈{0,1}

(𝑑𝑖−1,𝑗−𝑡,𝑠 + [gcd(𝑣𝑖−1(𝑠), 𝑣𝑖(𝑡)) = 1]).

首项两种状态代价均为零，分别消耗零次、一次操作；最终对 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 和
末项状态取最小。完整 DP 为 𝑂(𝑛𝑘) 时间、𝑂(𝑘) 空间。
这里相邻关系属于题目条件，打乱位置会改变问题。围绕 𝑖 𝑘

𝑛  截断状态，需
要另一份依据。
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CF1891E：最优轨迹可以偏离均值线
令 𝑛 = 8𝑘，前 2𝑘 + 1 项为 2, 3, 2, 3, …, 2，其余全为二。前段有 2𝑘 条坏边，
后段没有。
清零前段的全部 𝑘 个三，坏边全部消失。要用 𝑘 次消掉 2𝑘 条边，每次必须
消掉两条且不重复，因此这也是唯一的零代价选择。
在前缀 𝑖 = 2𝑘 + 1 处，它已用完 𝑘 次操作，而平均线只有 2𝑘+1

8 。两者偏差
为

𝑘 − 2𝑘 + 1
8

= 6𝑘 − 1
8

.

小于这个偏差的带宽会删掉所有最优解。随机顺序的集中界不能用于固定
顺序；本题可改用 后续的确定性贪心。
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CF1891E：非一值坏边链的收益
利用相邻边的结构，可以得到确定性贪心。把 gcd 为一的相邻边称为坏边。
对于值不为一的位置，清零会删掉与其他非一值之间相邻的坏边；但它不
能删掉通向值一位置的坏边。对于连续的一段一，清零内部相邻的两个一
才会消掉它们之间的边，边界清零一个一就能消掉与外部非一值之间的坏
边。因此两部分的收益可以分别计算。
在非一值组成的区域，只看连续的坏边。一个有 𝑒 条边的路径，选择 𝑡 个顶
点清零，最多消掉 min(2𝑡, 𝑒) 条边；交替选择内部顶点可以达到这个上界。
所以它提供 ⌊𝑒

2⌋ 次收益为二的操作，若 𝑒 为奇数，再提供一次收益为一的操
作。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1891E：填完内部一段一，会多消掉一条边
长度为 𝑙 的一段一，若两边都有非一值：清零 𝑡 < 𝑙 个时，贴着一侧边界清
零可以消掉 𝑡 条边；全部清零时可以消掉 𝑙 + 1 条边。相当于每次先得到一
分，再在花满 𝑙 次时额外得到一分。若一段一贴着整个数组的边界，则每次
只有一分，没有最后的奖励。
因此先取尽能承受的“花一次得两分”的操作，再用剩余次数，从短到长
填满两侧有边界的一段一，尽可能多获得完成奖励。其他操作各有一分，
最终收益不能超过初始坏边总数。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1891E：两分优先，剩余预算填最短段
设非一值坏边链给出的两分操作总数为 𝐷，初始坏边数为 𝐸。取 
𝑡 = min(𝑘, 𝐷)，剩余次数 𝑟 = 𝑘 − 𝑡；设用这 𝑟 次最多能填满 𝑐 个内部一段，
则答案为

max(0, 𝐸 − 2𝑡 − 𝑟 − 𝑐).
按段长排序，用前缀和求出 𝑐。交换论证很直接：两分操作每花一次就有额
外一分，优于任何长度至少二的完成奖励；在剩下的完成奖励中，短段用
更少次数取得同一额外收益。
若整个数组都是一，则没有外部边界，单独返回 
𝑛 − 1 − min(𝑛 − 1, max(𝑘 − 1, 0))。原数组中的零按“非一值”处理，使用 
gcd(0, 0) = 0。总时间 𝑂(𝑛 log 𝑛)，空间 𝑂(𝑛)。
返回 CF1891E 的带宽边界

isaunoya 随机化选讲 128 / 186



随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1559D2：Mocha and Diana
CF1559D2 Mocha and Diana：两张森林使用相同的 𝑛 个顶点。每次向两
张森林同时加入同一条边，要求两者始终无环。求最多能加入多少条边，
并输出方案。
𝑛 ≤ 105，两张森林的初始边数分别为 𝑚0, 𝑚1 < 𝑛。
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CF1559D2：Mocha and Diana
CF1559D2 Mocha and Diana：两张森林使用相同的 𝑛 个顶点。每次向两
张森林同时加入同一条边，要求两者始终无环。求最多能加入多少条边，
并输出方案。
𝑛 ≤ 105，两张森林的初始边数分别为 𝑚0, 𝑚1 < 𝑛。
原做法先独立抽取两个顶点，能在两图同时加入就合并，固定尝试 𝑇 = 2 ×
106 次。随后，当两图的分量数都不超过 104 时，用位集完成剩余搜索。
随机阶段每条边都合法。它承担的是压缩剩余规模；是否答对还取决于后
续收尾能否执行。
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CF1559D2：位集收尾为何能补全
对每个当前分量维护“分量外顶点”的位集。对于顶点 𝑖，两张图对应位集
的交集，正好给出能与 𝑖 合法连边的顶点。
合并两个分量时，新分量外集合是两个旧集合的交集。维护当前根的位集，
就能始终准确表示连通关系。
依次处理 𝑖，枚举交集中 𝑥 > 𝑖 的位置；真正加入前再次检查两个并查集。
即使枚举的是本轮开始时的快照，也只会多检查已经失效的候选：合并只
会使合法点对减少。
因此，只要进入位集阶段，就能消除全部合法点对并达到最优。为何极大
方案也是最大方案
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CF1559D2：收尾条件可能没有满足
下面构造针对“剩余分量数都不超过 104”这个入口条件。取 𝑛 = 100000，
指定顶点 𝑥：

第一张森林：一棵包含 𝑥 的 90000 点树，加上 10000 个孤点。
第二张森林：孤点 𝑥，加上其余 99999 个点组成的一棵树。

初始分量数为 10001 与 2。合法边恰好是 𝑥 到第一张图的孤点，共 10000 
条；加入任意一条就使第二张图连通，达到最优值一。
若随机阶段一直没有加入边，分量数保持不变，位集阶段被跳过，程序输
出零条边。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1559D2：这个构造的失败概率
原程序每次独立选择 𝑢, 𝑣，允许二者相同。按均匀顶点模型，命中任一合法
有向点对的概率为

𝑝 = 2 × 10000
1000002 = 2 × 10−6.

连续失败不会改变森林。因此，两百万次都没有成功的概率恰为

(1 − 𝑝)2×106 ≈ 1.83%.
这个概率对应上一页的具体输入，不是对所有输入的平均失败率。实际取
模抽样有微小偏差，也不能把一次通过测试视为概率证明。
多个合并的等待还会继续累积，不能把这个单步例子当作整体失败率上界。
附录：更强构造与尾界 · 原讨论
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CF1559D2：位运算之外仍有候选枚举
设进入收尾时分量数为 𝐾0, 𝐾1，𝑘 = min(𝐾0 − 1, 𝐾1 − 1)。固定宽度 𝑀 =
100000，每个位集占 𝑊 = ⌈𝑀

64⌉ 个机器字。

设位集快照中实际枚举了 𝐶  个点对。每轮若实际枚举到候选，首个候选必
能加入，因此 𝐶 ≤ 𝑛𝑘。位集交集虽能按字并行，随后对每个候选的并查集
检查仍要单独计入。
以 𝐷(𝑛) 表示一次并查集操作的摊还代价，总时间上界为

𝑂((𝑚0 + 𝑚1 + 𝑇 + 𝑛 + 𝐶)𝐷(𝑛) + (𝑛 + 𝐾0 + 𝐾1 + 𝑘)𝑊).
原代码只有路径压缩，可保守取 𝐷(𝑛) = 𝑂(log 𝑛)；加入按大小合并后，
𝐷(𝑛) = 𝑂(𝛼(𝑛))。
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CF1559D2：固定宽度与空间开销
两组各 10000 行的位集，即使实际 𝑛 较小，每行仍然按 100000 位计算。按
常见 64 位字布局，它们共预留

2 × 10000 × ⌈100000
64

⌉ × 8  字节,

约 238.5 MiB，另有并查集、答案和临时空间；实际驻留内存取决于访问了
哪些行。
若保留位集方案，可以按实际 𝑛, 𝐾0, 𝐾1 分配宽度和行数，并使用按大小合
并。但这些修改不解决收尾入口被跳过的问题，也不能抹去候选枚举的最
坏开销。
更直接的改进是让确定性收尾适用于任意剩余分量数。
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CF1559D2：公共顶点与分量代表
固定顶点 𝑟。依次检查其他顶点 𝑣：若 𝑟, 𝑣 在两张森林中都不连通，就加入 
(𝑟, 𝑣)。
处理完后，每个顶点至少在一张森林中与 𝑟 连通；后续合并不会破坏这个性
质。
从第一张森林中每个不含 𝑟 的分量各取一个代表，组成 𝐴；第二张森林同样
得到 𝐵。

每个 𝑎 ∈ 𝐴 必在第二张森林中与 𝑟 连通。
每个 𝑏 ∈ 𝐵 必在第一张森林中与 𝑟 连通。

所以任取 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵，边 (𝑎, 𝑏) 在两图中都合法。加入后，它分别将对应
的两个分量并入各自含 𝑟 的分量。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1559D2：确定性收尾与最优值
不断配对 𝐴, 𝐵 的代表，直到其中一个集合为空。此时至少一张森林已连通，
加入边数恰好达到上界

min(𝑐0 − 1, 𝑐1 − 1), 𝑐0 = 𝑛 − 𝑚0, 𝑐1 = 𝑛 − 𝑚1.
上述结构还说明：若两张森林都未连通，就一定存在合法点对。因此位集
阶段找到的极大方案同样是最大方案。
保留前面的 𝑇  次随机尝试，再用这个构造收尾，总时间为 𝑂((𝑇 + 𝑛 +
𝑚0 + 𝑚1)𝛼(𝑛))、空间 𝑂(𝑛)，且始终正确。随机阶段已加入的每条边都使
两个分量数各减一，不会损失最优值。
也可以直接省去随机预处理，得到 𝑂((𝑛 + 𝑚0 + 𝑚1)𝛼(𝑛)) 的确定性做法。
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随机局部修复：2-SAT
有 𝑛 个布尔变量与 𝑚 个子句，每个子句含两个文字，例如 (𝑥𝑖 ∨ ¬𝑥𝑗)。寻
找使全部子句成立的赋值。
这里讨论 随机游走算法，不预设公式一定有解。
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随机局部修复：2-SAT
有 𝑛 个布尔变量与 𝑚 个子句，每个子句含两个文字，例如 (𝑥𝑖 ∨ ¬𝑥𝑗)。寻
找使全部子句成立的赋值。
这里讨论 随机游走算法，不预设公式一定有解。
从任意赋值出发。如果还有不满足的子句，任取一个，并等概率翻转其中
一个文字对应的变量；随后继续检查。
一次修复可能破坏其他子句，满足的子句数量未必单调增加。分析时需要
换一个衡量进展的量。
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2-SAT：朝某个固定解的随机游走
假设存在一个满足赋值 𝑎⋆，令 𝐷𝑡 为当前赋值与它不同的变量数量。这个量
用于证明，算法不需要知道 𝑎⋆。
当前不满足的子句，在 𝑎⋆ 中至少有一个文字为真。因此，两个候选变量中
至少有一个与 𝑎⋆ 不同；随机翻转后，距离减一的概率至少为 12。

𝐷𝑡 − 1
概率至少 12

𝐷𝑡
当前距离

𝐷𝑡 + 1
概率至多 12

𝐷𝑡 = 𝑛 时下一步一定减一；𝐷𝑡 = 0 时已经找到解。允许暂时走远，但总体
不会比这条反射随机游走更慢。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

2-SAT：期望步数与有限预算
令势函数 Φ(𝑑) = 𝑑(2𝑛 − 𝑑)。对于尚未找到解的状态，无论选择哪个不满足
的子句，都有

𝐸[Φ(𝐷𝑡+1) | 已有历史] ≤ Φ(𝐷𝑡) − 1.
势函数非负且至多 𝑛2，于是找到解所需的期望翻转次数至多 𝑛2。由 
Markov 不等式，执行 2𝑛2 次翻转仍未找到解的概率至多 12。

使用新的随机选择独立运行 𝑟 轮，全部失败的概率至多 2−𝑟。找到的赋值可
以精确验证；未找到时，若输出无解，就必须保留这一单侧误差说明。
附录：势函数的单步变化
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

2-SAT：翻转次数不等于实现时间
若每次扫描全部 𝑚 个子句来寻找冲突，一轮 2𝑛2 次翻转的时间是 
𝑂(𝑚𝑛2)，𝑟 轮共 𝑂(𝑟𝑚𝑛2)。维护变量出现位置与未满足子句集合可以减少
实际更新量，但不能直接把完整运行时间写成 𝑂(𝑛2)。
2-SAT 本身有 𝑂(𝑛 + 𝑚) 的强连通分量算法。这里的价值在于：局部修复可
以借助“到某个固定解的距离”建立成功率证明，而不是仅看当前得分是
否上升。
对含三个文字的子句，同一论证只保证 13  概率靠近固定解；二次步数界不
能直接照搬。模拟退火或一般随机爬山也需要各自的分析，不能由这份证
明获得保证。
返回顺序与搜索选讲
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目录

随机枢轴

随机指纹

见证抽样

选讲：指纹与抽样

选讲：交互

选讲：顺序与搜索

附录：构造与证明
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

附录索引

内容 阅读要求与入口

基础补充 三路划分、一般误差预算、随机源、条件概率

交互题概率界 等差数列、子掩码下降、树上频率

几何与数论构造 线性代数与归一化、完全乘性函数、有限枚举

代数摘要 括号消去、矩阵逆与动态可达性

搜索与期望 分组完备性、随机游走、预处理等待

各部分独立使用；矩阵摘要需要有限域与线性代数，构造题需要对应的数
论或几何基础。
返回主讲安排 · 返回选讲题目 · 返回随机顺序
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

P1923：原地三路划分
当前工作区间采用半开区间 [𝐿, 𝑅)。始终把它分成四段：

[𝐿, 𝑠) < 𝑣, [𝑠, 𝑖) = 𝑣, [𝑖, 𝑡)  未处理, [𝑡, 𝑅) > 𝑣.
初始 𝑠 = 𝑖 = 𝐿, 𝑡 = 𝑅。若 𝑎𝑖 < 𝑣，与 𝑎𝑠 交换并同时增加 𝑠, 𝑖；若相等，只
增加 𝑖；若大于，先减少 𝑡 再交换 𝑎𝑖, 𝑎𝑡，此时新换来的数仍要检查，不能增
加 𝑖。
当 𝑖 = 𝑡 时划分完成。将 𝑘 保持为原数组中的目标下标：若 𝑘 < 𝑠，令 𝑅 = 𝑠
；若 𝑘 ≥ 𝑡，令 𝐿 = 𝑡；否则返回 𝑣。每次只保留目标所在的一段。
返回主讲：随机枢轴
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

从错误预算确定重复次数
设一次判定的失败概率至多为 0 < 𝜌 < 1，全程最多作 𝑄 次判定，允许总失
败概率 𝜀。由 𝑄𝜌𝑡 ≤ 𝜀 得

𝑡 ≥
⌈

ln(𝑄

𝜀 )

ln(1
𝜌) ⌉


.

这里的 𝑄 是可能影响答案的比较数：逐项查询、二分比较、前缀对计数可
能对应不同的数量。多组测试使用相同预算时，也要把它们计入全程。
若单轮界本身不小于一，增加轮数没有意义，应先改进单轮算法或参数。
𝜌 = 0 时无需重复；有限轮 Monte Carlo 不能由这条公式得到零错误保证。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

期望耗时与运行预算
若一次独立尝试以概率至少 𝛼 找到可验证的答案，等待成功的期望尝试次
数至多 1

𝛼；每轮耗时至多 𝐶  时，期望总耗时至多 𝐶𝛼 。

对于总耗时为 𝑇  的 Las Vegas 算法，𝐸[𝑇 ] ≤ 𝐶  并不表示每次都在 𝐶  内结
束。Markov 不等式给出

Pr[𝑇 > 𝜆𝐶] ≤ 1
𝜆

.

若中断后可以从头独立重试，每轮给 2𝐶  的预算，连续 𝑡 轮均超时的概率至
多 2−𝑡。耗尽预算只能报告未完成；不能把超时或没找到候选当作无解。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

随机种子与均匀抽样
理论中的每轮试验使用新的独立随机量。实现通常初始化一个伪随机数引
擎，随后持续取样；不要在循环内按时间反复设种子，短时间内可能重复
同一段随机序列。
均匀抽下标使用均匀整数分布；直接把随机整数对区间长取模，除非整除
生成范围，否则存在偏差。均匀洗牌可用 Fisher–Yates：依次将末尾位置与
未确定部分中的均匀随机位置交换。
调试时固定并记录种子，使错误可以复现；评估时更换种子。伪随机引擎
是实现模型，不会自动提供数学上的完全独立性；公开固定种子也不能抵
御按该种子构造的输入。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

输入依赖与条件概率
若输入预先固定，随机性只在算法内部，通常可以先固定一个答案或一条
精确执行路径再分析。若询问会根据之前的正确答案生成，首次误判前的
路径仍与精确算法相同，可对这条路径上的失败事件取并集界。
另一种情形是算法返回一个随机选择的合法对象，并据此改变下一步输入。
即使此前从未答错，未来对象也可能依赖旧随机量；固定对象的概率界不
能直接复用。
若每轮使用新随机量，且对任意已有历史都有条件失败概率至多 𝜌，则连续
失败概率仍至多 𝜌𝑡。关键是这个条件界，而非仅仅更换种子或隐藏种子。
返回主讲安排
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1114E：公差误差界
对 𝑛 ≥ 31，质数 2 的倍数比例至多 16

31；任何质数 𝑝 ≥ 3 的倍数比例至多 11
31。

两者都可以由 ⌈𝑛
𝑝⌉ 的分段单调性验证。

无放回抽取 30 个位置，全部落入某个大小为 𝑚 的集合的概率为

( 𝑚
30)

( 𝑛
30)

≤ (𝑚
𝑛

)
30

.

可能的质数不到 106 个，因此一个保守的统一界为

Pr[𝑔 ≠ 𝑑] ≤ (16
31

)
30

+ 106(11
31

)
30

< 3.5 × 10−8.

返回 CF1114E
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1364E：下降路径的询问数
首个枢轴有 𝑘 个一时，令 𝐴𝑘 = 𝑆 − 𝑑。𝑘 = 0 时零已经找到；𝑘 = 1 时唯一
候选直接判零，无需询问却多确定一个值。因此

𝐴0 = 0, 𝐴1 = −1.
𝑘 ≥ 2 时，从 2𝑘 − 1 个真子掩码中选新枢轴，它含 𝑗 < 𝑘 个一的概率为 
(𝑘

𝑗 )
2𝑘−1。本轮问 2𝑘 − 2 次、确定一个新值，故

𝐴𝑘 = 2𝑘 − 3 + 𝐴𝑗 以概率
(𝑘

𝑗 )
2𝑘 − 1

.

按原代码只标记枢轴与终止零点，总数恰为 𝑄 = 𝑅 + 2𝑛 − 3 + 𝐴𝑘。正文的
逐项计数 给出上界；这里保留完整分布，用于计算超限概率。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1364E：起点位数与几何等待
令 𝑐𝑛,𝑘 为满足 𝑥 ≠ 𝑦、0 ≤ 𝑥, 𝑦 < 𝑛、popcount(𝑥 OR 𝑦) ≤ 6 且 
popcount(𝑥) = 𝑘 的有序数对数量。
一次抽样成功的概率与成功后首端位数分布分别为

𝑠𝑛 =
∑6

𝑘=0 𝑐𝑛,𝑘

𝑛(𝑛 − 1)
, 𝑤𝑛,𝑘 =

𝑐𝑛,𝑘

∑6
𝑗=0 𝑐𝑛,𝑗

.

𝑅 服从参数为 𝑠𝑛 的几何分布，并与成功数对的条件分布独立。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1364E：按起点与下降路径计算尾概率
已知 𝑄 = 𝑅 + 2𝑛 − 3 + 𝐴𝑘。给定 𝐴𝑘 = 𝑎，超限等价于

𝑅 > 4272 − 2𝑛 − 𝑎, 4272 = 4269 + 3.
几何分布满足 Pr[𝑅 > ℎ] = (1 − 𝑠𝑛)ℎ。记 𝑓𝑘(𝑎) = Pr[𝐴𝑘 = 𝑎]，按起点位数 𝑘 
和下降净开销 𝑎 加权，得到

Pr[𝑄 > 4269] = ∑
6

𝑘=0
𝑤𝑛,𝑘 ∑

𝑎
𝑓𝑘(𝑎)(1 − 𝑠𝑛)4272−2𝑛−𝑎.
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1364E：核验全部允许规模
𝑐𝑛,𝑘 可按 𝑛 递增枚举数对，𝑓𝑘 由前面的有限递推用有理数准确计算。对最
终幂与加法使用向外舍入，就能得到概率的上下界。
全部 2046 个允许规模的最大值出现在 𝑛 = 2048，严格小于 4.70258 × 10−7。
正文使用稍宽的 4.8 × 10−7。
这是对有限分布的计算证明；随机模拟用于检查恢复过程，不能替代尾概
率上界。合并重复询问的缓存只会降低询问次数。
实现时采用均匀整数抽样，并为所有询问共用计数器。概率结论基于独立
均匀随机模型，不把取模抽样或固定伪随机序列直接视为这个模型的证明。
返回 CF1364E
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CF1559D2：补完条件之前的随机匹配
采用独立均匀抽取两个顶点的模型。将 𝑛 = 105 个点分为 𝑟, 𝐴, 𝐵，其中 
|𝐴| = 54999、|𝐵| = 45000。
两图分别以 𝑟 连接全部 𝐵 或全部 𝐴，其余点孤立。合法边恰在两侧孤点之
间；每次成功各消去一个。
当 𝐵 剩下 𝑗 个孤点时，𝐴 还剩 𝑗 + 9999 个。两图分量数为 (10000 + 𝑗, 𝑗 +
1)，所以 𝑗 > 0 时始终跳过补完。

𝑝𝑗 = 2𝑗(𝑗 + 9999)
𝑛2 , 𝑊 = ∑

45000

𝑗=1
𝐺𝑗.

𝐺𝑗 是从 𝑗 降到 𝑗 − 1 的独立几何等待，包含成功次，参数为 𝑝𝑗。达到最优的 
45000 条边，需要全部等待完成。
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CF1559D2：固定预算下的失败下界
独立几何等待的期望与方差为

𝜇 = ∑
45000

𝑗=1

1
𝑝𝑗

, 𝜎2 = ∑
45000

𝑗=1

1 − 𝑝𝑗

𝑝2
𝑗

.

用有理数求和并向外舍入，得到 𝜇 ≥ 4, 793, 884.771、𝜎2 ≤
410, 846, 421, 207。
取 𝑇 = 2 × 106。Cantelli 不等式给出

Pr[𝑊 ≤ 𝑇 ] ≤ 𝜎2

𝜎2 + (𝜇 − 𝑇)2 < 0.050002.

故这个构造在固定预算下失败的概率至少为 94.99%；没有完成时又会跳过
补完。返回 CF1559D2
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CF1438F：最大概率点的比较
令 𝑡𝑑 = 2ℎ−𝑑−1 = 𝑎𝑑 + 1，则

𝐹𝑑 = 𝑡2𝑑(𝑛 + 2 − 2𝑡𝑑) − 𝑛.
对相邻非根层 1 ≤ 𝑑 < ℎ − 1，有 𝑡𝑑 ≤ 𝑛+1

4 ，且 𝑡𝑑+1 = 𝑡𝑑
2 ，因此

𝐹𝑑 − 𝐹𝑑+1 = (𝑡2𝑑
4

)(3(𝑛 + 2) − 7𝑡𝑑) > 0.

再代入原根与孩子的分支大小，得到 𝐹1 − 𝐹0 = (𝑛+1)2×(𝑛−5)
32 > 0。故两个孩

子严格优于根及所有更深节点。
返回候选孩子
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CF1705F：最后两位由基准总分恢复
记 𝑟 在两组中原本答对的数量为 𝑐𝑈 , 𝑐𝑉 。两次基准给出 𝑆0 = 𝑐𝑈 + 𝑐𝑉  与 
𝑆1 = 𝑐𝑈 + |𝑉 | − 𝑐𝑉 ，解得

𝑐𝑈 = 𝑆0 + 𝑆1 − |𝑉 |
2

, 𝑐𝑉 = 𝑆0 − 𝑆1 + |𝑉 |
2

.

每确定一个答案，就知道它在 𝑟 中是否答对。将这些已知贡献分别从 𝑐𝑈 , 𝑐𝑉  
中扣去；最后每组至多一位，余下正确数只能为零或一，剩余答案唯一确
定。
恢复只使用已经得到的分数。完整答案仍须作为一次查询提交，并读到 𝑛 
后结束。
返回询问上界
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CF1705F：局部决策下的期望递推
完整历史包含 𝑆0, 𝑆1，不能直接声称余位独立；选位规则却不读取这两项全
局信息，只依赖此前局部结果与组大小。
按选位规则使用的信息逐步暴露随机比特，未访问位置仍独立公平，下一
对的两种分支各占 12。

令 𝐻𝑚 = 𝐺𝑚 − 3𝑚
5 。递推化为

𝐻𝑚 = 𝐻𝑚−2 + 𝐻𝑚−3
2

.

初值为 0, −3
5 , −6

5，归纳可得 −6
5 ≤ 𝐻𝑚 ≤ 0，故 𝐸[𝑄] ≤ 3𝑛

5 + 3。提前答对
全部题目只会减少查询。
返回期望分析
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

2-SAT：势函数的单步变化
令 Φ(𝑑) = 𝑑(2𝑛 − 𝑑)，对于 1 ≤ 𝑑 < 𝑛，距离分别减一、增一时，势函数的
变化为

Φ(𝑑 − 1) − Φ(𝑑) = −2(𝑛 − 𝑑) − 1,
Φ(𝑑 + 1) − Φ(𝑑) = 2(𝑛 − 𝑑) − 1.

前者不大于后者，且二者平均为 −1。距离减一的条件概率至少为 12，所以
条件期望变化至多为 −1；𝑑 = 𝑛 时必然减一，变化也为 −1。
令 𝑇  为首次找到任意满足赋值的时刻。对停止后的过程求和，得到 
𝐸[min(𝑇 , 𝑡)] ≤ Φ(𝐷0) ≤ 𝑛2；令 𝑡 趋于无穷，就有 𝐸[𝑇 ] ≤ 𝑛2。
返回随机局部修复
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Gym104207H：Equidistance
Equidistance 原题 PDF，第 11 页 给出 𝑁  维空间中 𝑀  个两两距离为一的
点，要求再加入尽可能多的点，仍保持所有点对距离为一。
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Gym104207H：Equidistance
Equidistance 原题 PDF，第 11 页 给出 𝑁  维空间中 𝑀  个两两距离为一的
点，要求再加入尽可能多的点，仍保持所有点对距离为一。
𝐶  个两两等距点的仿射维数为 𝐶 − 1：以其中一个点为原点，其余差向量的 
Gram 矩阵对角线为一、非对角线为 12，是正定矩阵。因此至多有 𝑁 + 1 个
点，还能加入的数量为 𝑁 + 1 − 𝑀。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

Gym104207H：重心半径与新点高度
当前有 𝐶  个两两距离为一的点。记重心为 𝑔，令 𝑞𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑔，则 ∑𝑖 𝑞𝑖 = 0。
对任意 𝑖，展开距离平方并求和：

𝐶 − 1 = ∑
𝑗

‖𝑞𝑖 − 𝑞𝑗‖
2 = 𝐶‖𝑞𝑖‖

2 + ∑
𝑗

‖𝑞𝑗‖
2.

最后一项与 𝑖 无关，所以所有 ‖𝑞𝑖‖
2 相同。记它为 𝜌2，就有 𝐶 − 1 = 2𝐶𝜌2，

即 𝜌2 = 𝐶−1
2𝐶 。

取与当前仿射空间正交的单位向量 𝑢，设新点为 𝑔 + ℎ𝑢。它到旧点的距离平
方为 𝜌2 + ℎ2，令其为一，得到

ℎ2 = 𝐶 + 1
2𝐶

, 𝑝new = 𝑔 + √𝐶 + 1
2𝐶

𝑢.
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

Gym104207H：归一化与残差检查不能省
因为两项正交，它到任意旧点的距离平方为 𝐶−1

2𝐶 + 𝐶+1
2𝐶 = 1。

先对 𝑝𝑖 − 𝑝1 建立正交基。随机取一个向量，减去它在所有已有基向量上的
投影；若剩余范数过小，就重新取样，否则单位化作为 𝑢。加入新点后把 𝑢 
加入基，再重复，直到共有 𝑁 + 1 个点。
只要当前基未占满空间，连续随机分布下得到零余向量的概率为零；浮点
计算要重复正交化并检查最终距离，而不是靠“很可能线性无关”跳过数
值处理。增量维护正交基与重心，总时间 𝑂(𝑁3)、空间 𝑂(𝑁2)。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CCPC Final L：完全乘性函数
CCPC Final 2022 L：构造 𝑓 : ℕ → {−1, 1}，满足 𝑓(1) = 1、𝑓(𝑎𝑏) =
𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) 以及 ∑𝑛

𝑖=1 𝑓(𝑖) = 𝑘。0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 106，所有测试的 𝑛 之和不超过 
2 × 106。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CCPC Final L：完全乘性函数
CCPC Final 2022 L：构造 𝑓 : ℕ → {−1, 1}，满足 𝑓(1) = 1、𝑓(𝑎𝑏) =
𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) 以及 ∑𝑛

𝑖=1 𝑓(𝑖) = 𝑘。0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 106，所有测试的 𝑛 之和不超过 
2 × 106。
所有值由质数的符号决定：筛出最小质因子 𝑝 后，递推 𝑓(𝑖) = 𝑓(𝑝)𝑓( 𝑖

𝑝)。
若 𝑛, 𝑘 奇偶不同则无解；否则只需让恰好 𝑟 = 𝑛−𝑘

2  项取负一。

大于 𝑛2  的质数只影响自身，可以独立调整一项。但这样的自由度有限；把
分界移到 

√
𝑛，仍能保持独立性。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

完全乘性函数：大质数对应不相交的组
一个不超过 𝑛 的整数至多含一个大于 

√
𝑛 的质因子，且这个质因子的指数只

能为一。因此不同大质数的倍数集合互不重叠。
当 𝑛 ≥ 200 时，先把所有小质数赋为一。将大质数 𝑝 设为负一，就恰好使其 
𝑤𝑝 = ⌊𝑛

𝑝⌋ 个倍数取负一。问题变成选一些权重，使总和为 𝑟。

在本题范围内，这些权重能连续表示 [0, ⌊𝑛
2 ⌋]：单位权重足够多，后续权重

不会制造空隙。下面的覆盖条件说明为什么可以确定性构造，而无需随机
猜质数符号。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

完全乘性函数：连续覆盖与倒序贪心
若已有权重能表示 [0, 𝑅]，新权重满足 𝑤 ≤ 𝑅 + 1，加入后就能表示 [0, 𝑅 +
𝑤]。从单位权重开始递增加入，始终保持这一性质。
构造时反过来按权重递减处理：若 𝑤 不超过剩余目标，就取它并扣去 𝑤；
否则跳过。剩下的小权重能够覆盖剩余目标，因此不会走入死路。
𝑛 < 200 时，枚举至多六个小质数的符号，再对独立大质数做有符号背包，
能完整判断是否存在方案。
附录：覆盖条件的验证与小规模构造
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

完全乘性函数：权重覆盖的两个条件
在有限范围 200 ≤ 𝑛 ≤ 106 内，筛法可逐项验证：

∑
𝑝>

√
𝑛,𝑝  为质数

⌊𝑛
𝑝
⌋ ≥ ⌊𝑛

2
⌋,

𝜋(𝑛) − 𝜋(⌊𝑛
2
⌋) ≥ ⌊

√
𝑛⌋ − 1.

前者保证总权重足够；后者保证单位权重足够多。所有单项权重至多为 
⌊
√

𝑛⌋，因此从单位权重开始，可表示区间的右端点始终至少为下一权重减
一。
由连续覆盖条件，所有 𝑟 ∈ [0, ⌊𝑛

2 ⌋] 都能表示。这里使用的是题目给定有限
范围内的筛法验证结论，不将它当成对任意 𝑛 都成立的数论定理。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

完全乘性函数：枚举全部小质数的符号
当 𝑛 < 200，不超过 

√
𝑛 的质数最多六个，可以枚举它们的全部符号，共不

超过 64 种。对一个固定选择，先计算只含小质因子的整数的总和 𝑆0。
对每个大质数 𝑝，它的全部倍数形成独立的一组，贡献为

𝑓(𝑝) × 𝐶𝑝, 𝐶𝑝 = ∑
⌊𝑛

𝑝 ⌋

𝑗=1
𝑓(𝑗).
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

完全乘性函数：对独立大质数做有符号背包
这里 𝑗 <

√
𝑛，其值已由小质数确定。用一个一维背包记录所有 ∑𝑝 𝑓(𝑝)𝐶𝑝 

的可达值，正负选择各做一次转移，并保存来源。范围只有 [−𝑛, 𝑛]，找到 
𝑘 − 𝑆0 后回溯各大质数符号；枚举全部小质数赋值仍无解，才能输出无解。
小规模枚举小质数符号，并用背包判断剩余目标是否可达；大规模按大质
数权重贪心构造。小规模时间为 𝑂(26𝑛 × 𝜋(𝑛))；大规模筛后构造与生成函
数值为 𝑂(𝑛)，预处理筛法为 𝑂(𝑉 log log 𝑉 )。
官方题解：小质数赋值与独立大质数的构造
返回完全乘性函数的构造
返回附录索引
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CF1909E：Multiple Lamps
Multiple Lamps 中按下开关 𝑖 会翻转所有编号为 𝑖 倍数的灯，限制形如

“按 𝑥 就必须按 𝑦”。至少按一次，要求亮灯数不超过 ⌊𝑛
5 ⌋。
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CF1909E：Multiple Lamps
Multiple Lamps 中按下开关 𝑖 会翻转所有编号为 𝑖 倍数的灯，限制形如

“按 𝑥 就必须按 𝑦”。至少按一次，要求亮灯数不超过 ⌊𝑛
5 ⌋。

把全部开关按下，自动满足所有蕴含限制。灯 𝑗 被翻转的次数等于它的约数
个数；约数成对出现，仅完全平方数有奇数个约数。因此亮灯恰好有 ⌊

√
𝑛⌋ 

个。
𝑛 ≥ 25 时由 

√
𝑛 ≤ 𝑛

5  可知满足要求；20 ≤ 𝑛 ≤ 24 时两边取整后也都为四。
因此 𝑛 ≥ 20 直接输出全部开关。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1909E：剩下至多 19 个开关，完整枚举
只剩 𝑛 ≤ 19。预处理每个开关的灯泡翻转位掩码，枚举非空开关子集 𝑆。
对每条限制检查 𝑥 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑦 ∈ 𝑆；通过后异或所有选中开关的翻转掩码，统
计置位数。找到满足上界的集合即输出；全部枚举失败则确实无解。
用去掉最低位的递推预处理每个子集的灯状态，每个子集只需一次异或。
将每个开关要求同时选择的对象压成位掩码，也能按相同方式累计整个子
集的要求；检查要求是否包含于 𝑆。小规模部分时间 𝑂(2𝑛 + 𝑛2 + 𝑚)、空
间 𝑂(2𝑛 + 𝑛)。这是确定性做法，也提醒我们：随机化课里遇到的题，不一
定最后需要随机数。
返回附录索引
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

反向括号：区间消去
反向括号模型。 每种符号有一个逆符号，同类正反符号相邻时可以消去，
两种方向都允许。询问一个区间能否完全消去。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

反向括号：区间消去
反向括号模型。 每种符号有一个逆符号，同类正反符号相邻时可以消去，
两种方向都允许。询问一个区间能否完全消去。
用栈从左到右扫描：若新符号与栈顶互逆，则弹栈；否则压栈。最终得到
不可约串。消去顺序不影响结果：不重叠的两次消去可交换，重叠只可能
形如 𝑥𝑥−1𝑥，两种选择都留下 𝑥。
给符号赋标量及其逆元并不保留这个结构：𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 的标量乘积总为一，
但没有相邻的一对可以消去。顺序信息不能被交换律抹掉。
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反向括号：静态区间的精确前缀状态
令 𝑆𝑖 为前缀 [1, 𝑖] 的不可约串。区间 [𝑙, 𝑟] 能完全消去，当且仅当 𝑆𝑙−1 = 𝑆𝑟：
在两边左接 𝑆𝑙−1 的逆串并约简，右边剩下的正是这一段的不可约串。
把栈做成持久化节点，每个节点记录“父节点、栈顶符号”。压栈时，对这
对信息查字典并复用已有节点；弹栈时回到父节点。相同不可约串因此总
有相同节点编号。
一次扫描至多创建 𝑛 个节点。用平衡树字典预处理 𝑂(𝑛 log 𝑛)、空间 𝑂(𝑛)，
每个静态询问只比较两个编号，确定性 𝑂(1)。普通持久化栈若不合并相同
节点，则不能直接比较编号。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

反向括号：动态矩阵摘要的适用边界
有单点修改时，后面的前缀状态可能全部改变。另一种思路是给每种符号
分配有限域上的随机可逆矩阵 𝑀𝑥，逆符号用 𝑀−1

𝑥 ；线段树按原顺序维护
矩阵积。
合法消去保持乘积不变。若区间乘积不是 𝐼，可以确定不能消空；乘积为 𝐼  
则可能碰撞。固定矩阵阶数时，修改和查询均为 𝑂(log 𝑛)。
矩阵的各元素不是独立指纹。这个动态摘要的具体误差界，取决于有限群、
允许的字长和采样分布；在证明单组界之前，不能把四个矩阵元素当成四
轮独立检验。静态题可以直接采用上一页的精确算法。
返回附录索引
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

动态可达性查询
动态传递闭包模型。 维护一张 𝑛 个顶点的有向图，支持插入、删除有向边，
以及查询从 𝑢 能否到达 𝑣。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

动态可达性查询
动态传递闭包模型。 维护一张 𝑛 个顶点的有向图，支持插入、删除有向边，
以及查询从 𝑢 能否到达 𝑣。
给每条有向边独立变量，组成邻接矩阵 𝐴。形式幂级数中

(𝐼 − 𝐴)−1 = 𝐼 + 𝐴 + 𝐴2 + ….
在第 (𝑢, 𝑣) 项中，每条行走贡献对应边权的乘积。实际算法不求无穷和，而
是给边权随机赋值，再计算有限矩阵的逆。
令 𝑀 = 𝐼 − 𝐴。𝑀−1

𝑢,𝑣 是某个余子式与 det(𝑀) 之比。若 𝑢 不可达 𝑣，分子恒
为零；若可达，仅保留一条简单路径、将其他边变量置零时，分子为该路
径边权之积，因此不是零多项式。对 𝑢 = 𝑣 按可达处理。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

传递闭包：多变量求值的概率界
非零多项式 𝑃  的总次数为 𝑑，各变量独立均匀取自 𝔽𝑝。下面说明 Pr[𝑃 =
0] ≤ 𝑑

𝑝  如何由一元根数界得到。

按变量数归纳。将 𝑃  按最后一个变量展开，最高次数为 𝑡，对应的非零系数
多项式为 𝑄；它的总次数至多 𝑑 − 𝑡。
先确定其余变量。归纳知 𝑄 = 0 的概率至多 𝑑−𝑡

𝑝 ；若 𝑄 ≠ 0，留下一个 𝑡 次
一元多项式，最后一个独立随机变量使它为零的概率至多 𝑡

𝑝。

两种失败原因合计给出

Pr[𝑃 = 0] ≤ 𝑑 − 𝑡
𝑝

+ 𝑡
𝑝

= 𝑑
𝑝
.
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

传递闭包：分子与分母的错误事件
将边权独立均匀取自 𝔽𝑝。det(𝐼 − 𝐴) 总次数至多 𝑛，常数项为一；余子式总
次数至多 𝑛 − 1，因此

Pr[det(𝑀) = 0] ≤ 𝑛
𝑝
, Pr[可达点对的分子为零] ≤ 𝑛 − 1

𝑝
.

对预先固定的操作序列，若涉及 𝑠 个图状态和 𝑞 次查询，同一组随机赋值
下，遇到奇异矩阵或误判可达性的概率合计至多 𝑠𝑛+𝑞(𝑛−1)

𝑝 ，不要求这些事
件独立。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

传递闭包：逆矩阵的秩一更新
设 𝑅 = 𝑀−1。一次修改一条边、一行或一列，都可以写成 𝑀 ′ = 𝑀 + 𝑢𝑣𝑇 。
当分母非零时，Sherman–Morrison 公式给出

𝑅′ = 𝑅 − (𝑅𝑢) 𝑣𝑇 𝑅
1 + 𝑣𝑇 𝑅𝑢

.

矩阵乘向量与外积各需 𝑂(𝑛2)，所以初始化 𝑂(𝑛3)，更新 𝑂(𝑛2)，点对查询 
𝑂(1)。
分母为零意味着新矩阵不可逆，需要重新赋权并以 𝑂(𝑛3) 重建。以下给出
限制重试次数后的全程误差界。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

传递闭包：单边更新的实现
将边 (𝑎, 𝑏) 的随机权从 𝑤 改为 𝑤′，记 Δ = 𝑤′ − 𝑤。由于 𝑀 = 𝐼 − 𝐴，有 
𝑀 ′ = 𝑀 − Δ𝑒𝑎𝑒𝑇

𝑏 ，从而

𝑅′
𝑖,𝑗 = 𝑅𝑖,𝑗 +

Δ𝑅𝑖,𝑎𝑅𝑏,𝑗

1 − Δ𝑅𝑏,𝑎
.

先保存旧矩阵的第 𝑎 列、第 𝑏 行和分母，再更新所有位置；不能边写矩阵边
读取已经改变的行列。插边令旧权为零，删边令新权为零。模除法由非零
分母的逆元实现。
初始化用带主元交换的模高斯消元求逆。若无非零主元或更新分母为零，
先重新为现存边独立赋权，再重新求逆；没有得到可逆矩阵以前，不使用
它回答询问。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

传递闭包：重建次数与独立赋权
固定完整的操作序列，令 𝑆 为初始状态及每次更新后的状态时刻数，𝑞 为查
询总数。每个时刻若需要重建，至多尝试 𝑟 次；全部失败则停止并报告未完
成。
预先为每个时刻、每次尝试各分配一张独立随机表，共 𝑆𝑟 张。每张表为所
有可能边独立赋权；插边读取当前表中的权值，删边置零，再次插入同一
边时复用该权值。
进入某个时刻时，该时刻的新表仍独立于已有历史。当前图固定，每次求
逆失败概率至多 𝑛𝑝 ，所以全程重建耗尽的概率至多

𝑆(𝑛
𝑝
)

𝑟

.
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

传递闭包：重建后的全程误差
不能直接把“已通过求逆检查的随机表”当作原来的均匀样本。对预分配
的每张原始表与每次固定的可达查询分别考虑，分子为零的概率至多 𝑛−1

𝑝 。

实际使用的表虽然依赖历史，误判事件仍包含在这 𝑆𝑟𝑞 个事件的并集中。
因此全程误判或未完成的概率至多

𝑆(𝑛
𝑝
)

𝑟

+ 𝑆𝑟𝑞(𝑛 − 1)
𝑝

.

按允许误差选择 𝑝, 𝑟。保守总时间为 𝑂(𝑆𝑛2 + 𝑆𝑟𝑛3 + 𝑞) 次域运算；随机表
可用到时才生成，空间仍为 𝑂(𝑛2)。该界适用于固定操作序列，不涵盖根据
随机输出任意调整输入的交互过程。
返回附录索引
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1198F：GCD Groups 2
GCD Groups 2：将 2 ≤ 𝑛 ≤ 105 个正整数分为两个非空组，两组 gcd 均为
一；𝑎𝑖 ≤ 109。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1198F：GCD Groups 2
GCD Groups 2：将 2 ≤ 𝑛 ≤ 105 个正整数分为两个非空组，两组 gcd 均为
一；𝑎𝑖 ≤ 109。
维护两组当前 gcd 𝑔1, 𝑔2，空组为零。扫描 𝑥：若 gcd(𝑔1, 𝑥) = 𝑔1，将它交给
第二组；否则若 gcd(𝑔2, 𝑥) = 𝑔2，交给第一组；两边都能改善时，用独立随
机比特选择。
结束后精确验证两组 gcd；失败则重新试验，也可以重新打乱顺序。每轮 
𝑂(𝑛 log 𝑉 )。全数组 gcd 不为一时确定无解，但它为一并不充分，例如 
6, 10, 15 无法分成所需的两组。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1198F：可行分支与概率下界
假设当前分配仍能补成合法解。若 𝑥 对第一组的 gcd 没有影响，把它改交
第二组不会破坏第一组，并可能帮助第二组，所以强制选择仍保留一种完
成方案。随机分支至少有一边可行，保留可行性的概率至少为 12。

每个随机分支要么建立一个空组，要么使某个正 gcd 至少减半，因此分支
数至多 2 + 2⌊log2 𝑉 ⌋ ≤ 60。这给出单轮成功率至少 2−60 的保守下界。
这个界远不足以保证少量重试可靠。“只有几十次关键选择”本身不能推出
高成功率。验证通过时答案确定正确；有限次失败输出 NO，仍依赖对具体
搜索更强的概率分析。
下面给出可以确定判无解的算法。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1198F：缩小第二组种子的候选
设 𝑘 是任意输入值的不同质因子数上界。十个不同质因子的最小乘积是前
十个质数之积，等于 6469693230 > 109，故本题 𝑘 ≤ 9。
若全数组 gcd 不为一，立即判无解；否则固定 𝑎1 在第一组。
对每个质数 𝑝 ∣ 𝑎1，选一个不被 𝑝 整除的位置，连同位置一组成集合 𝑆。因
为每个质因子都被消去，gcd(𝑆) = 1，且 |𝑆| ≤ 𝑘 + 1。
若补集 gcd 也为一，已经得到答案。否则任何合法划分都必须把 𝑆 中至少
一个非一号位置放进第二组：若整个 𝑆 都在第一组，第二组包含于补集，
其 gcd 不可能为一。因此只需枚举至多 𝑘 个第二组种子。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1198F：固定种子后的因子掩码
固定两组种子 𝑎1, 𝑎𝑗，分别分解出质因子集合 𝑃 , 𝑄。第一组的 gcd 最终为
一，当且仅当 𝑃  中每个质因子都被某个加入的数消去；第二组同理。
删除两个种子位置，将剩余元素按原顺序记为 𝑏1, …, 𝑏𝑚。状态 (𝑆, 𝑇 ) 记录
两组尚未消去的质因子。记 𝑓[𝑆, 𝑇 ] 为达到此状态所选位置中的最大下标的
最小值，初态为 (𝑃 , 𝑄)、值零。
这里只选择使 gcd 改善的见证；跳过的元素先不分组。两组都达到 gcd 一
后，将剩余元素任意补入都不会破坏答案。因此较早达到相同掩码的状态
总能支配较晚状态。
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随机枢轴 随机指纹 见证抽样 选讲：指纹与抽样 选讲：交互 选讲：顺序与搜索 附录：构造与证明

CF1198F：跳到下一个有用的位置
对 𝑃 ∪ 𝑄 中每个质数 𝑝，预处理 next𝑝(𝑖)：下标严格大于 𝑖、且元素不被 𝑝 
整除的第一个位置，不存在则为无穷。
在状态 (𝑆, 𝑇 )，令 𝑖 = 𝑓[𝑆, 𝑇 ]。对每个 𝑝 ∈ 𝑆，取 ℎ = next𝑝(𝑖)；若存在，
把该数交给第一组，并一次性删掉 𝑆 中所有不整除 𝑏ℎ 的质因子；对 𝑝 ∈ 𝑇  
对称转移。
每次至少删掉一个因子，按剩余因子总数递减处理状态即可。每次松弛保
存前驱状态、所选下标与组号；到达空掩码 (∅, ∅) 后沿前驱恢复见证分组。
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CF1198F：最早位置转移的完备性
考虑某状态的一种可行扩展，取扩展中第一个能消去未消去因子的元素 𝑥。
若它加入第一组并消去质因子 𝑝，则 next𝑝(𝑖) 对应的位置 𝑦 不晚于 𝑥。

若 𝑦 = 𝑥，转移直接保留这一步。若 𝑦 < 𝑥，更早的 𝑦 原本没有在另一组中
带来必要的 gcd 改善，否则 𝑥 就不是第一个有用元素。可以先将 𝑦 加入第
一组，再继续使用原扩展中的 𝑥 和后续元素。
因此只选每个因子的最早可用位置，不会删掉全部可行扩展。若所有种子
候选的掩码 DP 都无法到达空状态，才可以确定输出无解。
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CF1198F：复杂度与方案输出
一个种子对至多有 2|𝑃 |+|𝑄| ≤ 4𝑘 个状态，每状态枚举至多 2𝑘 个因子。后缀
跳转表与元素掩码预处理 𝑂(𝑛𝑘)，单个种子对的 DP 为 𝑂(𝑘4𝑘)。

至多枚举 𝑘 个第二组种子，总时间为

𝑂(𝑛 log 𝑉 + 𝑛𝑘2 + 𝑘24𝑘 + (𝑘 + 1)
√

𝑉 ).

最后一项来自试除分解种子。各轮复用存储，空间为 𝑂(𝑛(𝑘 + 1) + 4𝑘)。恢
复两组见证后，将未分配的元素交给任意一组，并再次精确计算两个 gcd；
两个固定种子保证两组非空。
确定性做法来源：小种子集合与最早位置 DP
返回附录索引
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